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Resumen

En este documento exponemos la estructura de base de un problema clasico de control optimal ilustrado a través de
un ejemplo de matemadticas financieras. La modelacién es realizada mediante la utilizacién de procesos estocésticos en
tiempo continuo y la herramienta utilizada es el calculo estocéstico desarrollado por It6 en los anos 60 del siglo pasado.
El objetivo de este articulo es mostrar la aplicacion de la teorfa de It6 en la eleccién de la mejor inversién para optimizar

el consumo de un agente.
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Abstract

This paper describes the basic structure the Merton problem, classical in optimal control,exemplified in the context of
financial mathematics. The modeling is achieved by a continuous-time stochastic processes which is studied using Itd’s
stochastic calculus. The aim of this paper is to apply It6’s theory to choose the best possible investment by optimizing

the consumption of an agent.

Keywords: Optimal stochastic control, stochastic processes, Brownian motion, Merton problem.

Cddigo JEL: C02, C15, C41, C51, C63.

1 Introducciéon

Se presenta un caso particular del problema que fue ini-
cialmente estudiado por Merton [8] y es conocido bajo el
nombre de Problema de alocacién de portafolio. Consiste en
escoger la mejor inversién sobre un ndmero n de activos
bajo un contexto de incertidumbre, de tal manera que esta
inversion permita maximizar el consumo de un agente en
un horizonte finito o infinito de tiempo.

Se considera un agente (por ejemplo, una persona o una
empresa) que posee una cierta cantidad de riqueza W di-
vidida en acciones S que compra o vende en la bolsa y en
dinero S” que guarda en el banco. El agente utiliza una por-
cién de esta riqueza - su consumo C - para vivir durante un
intervalo de tiempo [0, T], donde T puede ser finito o infi-
nito.

Evidentemente, el agente estd interesado en determinar
la mejor combinacién de acciones y dinero en el banco de
tal manera que le permita maximizar su consumo en el in-
tervalo de tiempo considerado. El problema que enfrenta
el agente es la maximizacion de su consumo C sobre [0, T
para lo cual deberd definir controles sobre su riqueza W.

Los controles son las cantidades que modifican el valor
de la riqueza: las proporciones de acciones 7 y dinero 7’
que deberia tener en su “portafolio” y el consumo mismo.
El agente estudiara la evolucién en el tiempo de tales con-
troles.

Puesto que se trabaja con cantidades cuyo valor es de-
terminado solamente cuando la configuracién del mundo
es conocida en el futuro, de manera natural emerge un mo-
delo aleatorio.
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Los ingredientes para formular un problema de control

son los siguientes:
e Estado del sistema.- Se considera un sistema dindmico,
es decir, que evoluciona en el tiempo, caracterizado com-
pletamente por su estado W en todo instante. El tiempo se-
rad considerado continuo (es posible también considerar el
tiempo como discreto lo que se puede modelar; por ejem-
plo, mediante cadenas de Markov). Aqui se considera que
el estado W varia continuamente y bajo condiciones de in-
certidumbre, es decir, de manera aleatoria (ver Seccién B.1).

El estado del sistema W representa todo un conjunto de
las variables cuantitativas que sirven para describir el sis-
tema de manera exhaustiva. De manera general, el niimero
de variables de estado es considerado finito, en este caso en
particular sera igual a uno, la riqueza y toma sus valores en
el conjunto de los nimeros reales.

Se nota W; (w) el estado del sistema en el instante t > 0
bajo una configuracién del mundo w € (), donde () es un
espacio medible dotado de una medida de probabilidad P.
La aplicacién t — W; describe la evolucion del sistema.
Esta evolucién estd determinada por un modelo probabi-
listico.

e Control.- La dindmica W; del estado del sistema es in-
fluenciada por un control que se modelard como un proce-
so (at)¢ cuyo valor puede ser decidido en todo instante t,
segtn la informacién disponible en t. Es decir,  es un pro-
ceso adaptado (ver Definiciéon B.3) a alguna filtracién (ver
Definicién B.2) y toma sus valores en un espacio de control
A.

e Criterio de costo.- Dos modelos son usualmente utiliza-
dos para representar el comportamiento del agente: crite-
rio de esperanza de utilidad (modelo presentado en este
articulo) y el criterio de media-varianza (ver Seccién A.1).
El objetivo es minimizar (o maximizar) sobre los controles
un funcional® de la forma

J(W,a) =E {/OT efﬁtf(Wt, w, ip) dt—i—g(WT,w)] ,

en horizonte finito T < +ocoy

J(W,a) =TE [/()+oo e PLF (W w, ) dt} ,

en horizonte infinito.
El funcional | representa una utilidad en funcién del con-
sumo. La funcién f es la funcién de consumo integral, g es
el consumo final y B > 0 es un coeficiente de actualizacién.
Se considerard que el agente tiene un tiempo de vida
finito y ademads, que pretende consumir toda su riqueza
hasta el momento T < +oo de su desaparicién (sin dejar
herencia), es decir, se supone la riqueza final nula lo que
implica un consumo nulo, i.e., g(Wr, w) = 0. Se define en-

tonces la funcién valor como:

Y(W) = s%p](W,oc).

Se plantean dos objetivos: determinar la funcién valor 9, el
“maxima” para el funcional | y los controles optimales que
lo realizan cuando estos existen.

En [3] los autores presentan una extension del proble-
ma propuesto en este documento. Ellos consideran un acti-
vo cuya volatilidad es supuesta correlacionada a un factor
econémico observable (tipo de modelo conocido como “a
volatilidad estocdstica”) y utilizan un funcional del tipo

T
|:/ 6_'Btl(CtWt)7 dt|,
0 Y

donde (71, ¢;) son respectivamente las fracciones de rique-
za utilizadas en activo y consumo.

Se ha seleccionado, por cuestiones de simplicidad, el
coeficiente de actualizacion § = 0 y se propone resolver
el problema de optimizacién siguiente:

U{)Tlog(ct) dt}, (1)

%(W) =supE

7T, Ct

(W) = sup J(W,I1;,C;) = sup E
jpryes jaryen
para una mejor comprension de la eleccién de la funcién,
ver la Seccion A.2.1.

El funcional | es utilizado para controlar un proceso de
difusién, lo que conduce una ecuacion diferencial parcial
de primer orden no lineal conocida bajo el nombre de Ecua-
cion de Hamilton - Jacobi - Bellman (H]B).

El articulo esta organizado de la siguiente manera: la
Seccién 2 presenta en detalle el modelo de Black y Scholes
y todas las herramientas utilizadas en la resolucién del pro-
blema que se propone resolver. La Seccién 3 presenta el re-
sultado principal en la forma de un teorema, mas un lemay
una proposiciéon que son resultados auxiliares que comple-
tan el resultado general. Las pruebas se encuentran en la
Seccion 4. En la Seccién 5 se presenta una manera “intuiti-
va” de resolver un segundo problema en horizonte infinito
haciendo especial atencién sobre la manera de deducir la
ecuacion (HJB) asociada al problema de Merton, dandose
los controles optimales. Finalmente, los Apéndices A, By
C presentan un soporte tedrico del articulo, constantemen-
te el articulo hard referencia a estas secciones para identi-
ficar definiciones, resultados generales y discusiones sobre
los temas tratados.

2 Modelo y notaciones

Sean (Q),.#,P) un espacio probabilizado y B un .Z-
movimiento browniano estandar (ver Apéndice D. para
una exposicion mds detallada), se dispone del siguiente
modelo:

!Generalmente, en economia, un problema de optimizacién es presentado como una minimizacién de costos. Por ejemplo, la maximizacién de
ingresos de una empresa mediante la minimizacion de su costos de produccién. Entonces, la funcién de utilidad es dada como funcién del costo, en

este caso el pardmetro de interés es el consumo.
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2.1 Modelo de Black y Scholes

Los rendimientos entre 0 y t se comportan como un
movimiento browniano (ver Definicién B.5.) de tendencia
Y — %(72 y de coeficiente de difusién o. Esta hipotesis se tra-
duce en las siguientes propiedades del proceso de precio de
la accién (St)cpo,7) :

o S(]:X.

e Los rendimientos log(S;) — log(Ss) siguen una ley
gausiana de media (],t - %(72) (t —s) y de varianza
a?(t—s).

e Paratodo 0 < t] < tp < --- < ty, los incrementos
relativos {Srsl—j]} parai = 0,1,---,n — 1 son inde-
pendientes y de misma ley.

Dicho de otra manera, existe un movimiento browniano B

tal que

St = f(t,B;) = xexp <yt + 0By — %azt> , ()

el proceso S asi definido es conocido como movimiento
browniano geométrico.

Mediante la aplicacion de la férmula de It6 (33) pa-
ra el movimiento browniano y la funcién f(t,By) =

X exp (yt + 0Bt — %(rzt), cuyas derivadas son:

itz = 5(62) (=3,
y
(02) = Flt,2)0, f2(02) = F (8,007,

se deduce la ecuacion (3).
Se considera que el portafolio del agente constituido es:

t t

Si = So+ / 1Ssds + / 0SsdBs, @3)
0 0

St = Spe, (4)

donde (3) representa la dindmica de precios de la accién S;
con Sy > 0y, (4) describe la evolucién de una capitalizaciéon
a la tasa sin riesgo r con SJ > 0.

Se nota H; y H? a las cantidades de acciones y dinero
respectivamente, en el instante t. Se designa mediante C;
el consumo instantdneo del inversionista. Se supone que la
riqueza del inversionista (W;);>o, es autofinanciada (mirar
Definicién D.1):

{ Wy = H?S?JrHtSt
= Wo+ [y HYdS)+ [ HidSg — [, Cdf,
donde la riqueza inicial Wy es determinista y estrictamen-
te positiva. Se supone ademads, que el “Sharpe ratio” (ver

Ecuacién 34 y Apéndice D.3) satisface:

y_
o2

()

0< 2l o, )

esta condicion se traducea 0 < % < 1 (parala definicién de
A ver Ecuacién 35) que es una condicion de admisibilidad.

Observacion 2.1. Si esta fraccién fuese negativa, entonces y <
1y el riesgo del activo ya no es justificado por una prima de riesgo
(A < 0). En este caso, se pondria todo el dinero en el banco y se
enfrentaria un problema diferente. Si fuese mds grande que 1, el
dinero en el banco ya no seria justificado puesto que la prima de
riesgo es mayor que el riesgo del activo (su volatilidad). También,
intuitivamente, mientras la fraccion es mds grande se vuelve mds
interesante invertir en el activo que dejar el dinero en el banco.

Se define también las fracciones de riqueza I'T; y T1Y in-
vertidas en la accién y en dinero, respectivamente, median-
te:

T W, .
Htét siWy # 0.
II; =
' Wi )
0 ._
( ?It o 8 ) siW; = 0.
t o=

Se observa, puesto que la riqueza es autofinanciada, que:

I +11; =1 si Wy #0. (8)

Notar que si W; = 0, la riqueza ha sido consumida en su
totalidad y I'T) = IT; = 0.

Se wutilizard en todo el documento la notacion
4V (x,y) = V.(x,y) para toda funcién V derivable en x.

DEFINICION 2.1 (Ecuaciéon de Hamilton - Jacobi - Bellman).
Sea L™ : C2 — R el operador funcional siquiente:

(LTED) (L, x) :=(rx — c + (u — r)7Tx) D (8, %)

1
+ E(fznzxZQD;C’x(t, x).
Se define la siguiente ecuacion diferencial parcial no-lineal:

max

DI(t, x) +
t( ) ne(-1,1],c>0

[(£7@) (£, x) +log(c)]) = 0

(t,x) € [0, T[xRY,
(T, x)=0 x € RYE.

©)

La ecuacién (9) es llamada de Hamilton - Jacobi - Bell-
man (HJB) y es muy importante para resolver el problema
de optimizacién propuesto. Se mostrara que la solucién de
(9) permite encontrar teéricamente el valor de la maximi-
zacion de (1).
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3 Resultados

Admisibilidad.- Los procesos que fueron definidos en la
Seccién 2.: (W), (TITt) ;50 ¥ (Ct = C(Wi)) >0, deben cum-
plir ciertas propiedades de admisibilidad que aseguren su
buena definicién (ver Definiciéon C.1).

PROPOSICION 3.1. Los controles (Ct)¢>0 y (I1t)=0 son proce-
sos admisibles, y tales que:

i) TI, € [-1,1], P-c.s. Vt € [0, T],
ii) Ct > 0,P-c.s.V € [0,T),

iii) (Ct)s>0 verifica

E [/OT|log(C9)|d9} < 4. (10)

Ademds, el proceso (W) es es tal que:
a) Wy >0, P-c.s. Vt € [0,T],
b) (Wi) >0 verifica

E | sup [(T —t)[log(W:)]]

0<t<T

< +oo0. 11

Se demostrard una condicién mas fuerte que la pedida
en la definicién de proceso de Ito: E[ [ X,ds] < +oo, impli-
ca [ Xsds < +o0 c.s.

Ahora, se presenta la solucién a la ecuacién (9):

LEMA 3.1. La ecuacion (9) posee la solucion definida mediante

V(t,x) =(T —t)log (%)

(e o

y se define V(T,x) = 0 para todo x € R*..

TEOREMA 3.1. Sean (Q), .%,P) un espacio probabilizado, B un
F-movimiento browniano estdndar y los siguientes procesos

as; = yStdt—i—(rStdBt,
ds) = rS), (12)
dW; = HYASY + HdS; — Cydt,

donde Sy, S§ y Wy son supuestos estrictamente positivos y deter-
ministas.

La solucion al problema de control de la riqueza (1) es satisfecho
por los controles:

* p—r Wt*
H = - .
t 0_2 ’ y Ct T_¢ (13)
Estos controles definen el proceso (controlado):
Wi = Wo(T — t) e+ 258 (14)

éste proceso es tinico c.s. Ademds, los procesos definidos en (13)
y (14) satisfacen las condiciones de admisibilidad descritas en la
Proposicion 3.1.

Estos procesos son determinados por la funcién V (t,x), so-
lucion de la ecuacion (9) explicitada en el Lema 3.1 que ademds
cumple:

V(0, Wp) = 8(W). (15)
Observacion.- El mejor valor para I1; es coherente con la
hipétesis (6). Ademas, se nota que el logaritmo del consu-
mo instantdneo C; es la diferencia del logaritmo de la rique-
zay de T — t. C; no es una funcién acotada, sin embargo es
integrable sobre [0, T].

4 Pruebas

4.1 Prueba del Lema 3.1.

Derivando la expresion de V(t, x) se tiene

V/(t,x) = —log<%)+l
2
_<r+%<‘u0_r> )(T—t),
T—t T—t
Vi(t,x) = PR Ve = — e

Reemplazando en la expresién de 27", se obtiene

T—t
X

— %Uznz(T —t) +log(c).

(ZL7V) (t,x) =(rx —c+ (p — 1) tx) (

Se considera (£™“V) (t, x) como una funcién de (7, c) y se
estudia su matriz hessiana

—c*(T—t) 0
H(.zmv)(ﬂ/c)Z{ (0 ) 1 }

2

cuyos valores propios son negativos, entonces es definida
negativa. Se deduce que la funcién (£7V) (t, x) es cénca-
va y su maximo es alcanzado en sus puntos extremos

0L . -7
- (t*,¢*) = 0 = n*(t,x) = yaz ,
0L7° . _ X
. (t*,¢*) = 0 = c*(tx) = T3
(16)

Por otro lado, se puede prolongar por continuidad
V(T,x) = 0 para x € R%. Lo que verifica que V(t,x) es
solucién de (HJB). ]
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4.2 Demostracion del Teorema 3.1.

La idea de la demostracién es utilizar la funcién V so-
lucién de HJB (9) para dar una primera mayoracion de la
funcién valor (1) de la forma J(W,I1;, C;) < V(0, Wp) para
cualquier pareja de controles I1; y C;. Entonces, se eligen
los controles (13) para construir el proceso W, demostran-
dose que para este proceso asi construido, la primera de-
sigualdad demostrada se vuelve una igualdad al tomar el
sup sobre los controles.

Finalmente, se demuestra la unicidad de este proceso.
La verificacién de las condiciones de admisibilidad expues-
tas en la Proposicion 3.1 es realizada al final de la seccion.

Utilizando la notacién diferencial (12) de los procesos y
las ecuaciones (7) y (8) para I1;, se observa que la dindmica
de la riqueza puede ser escrita de la siguiente manera:

AW, = [VWt + HtWt(‘u — 1") — Ct}dt + oI T;W;dBs. (17)
Se considera la solucién V de (9). Se empieza demostrando
la desigualdad:

V(0,Wo) > E UOTlog(ct) dt} , (18)

para todo 7 y c. Aplicando la férmula (diferencial) de It6 a
V(t, Wi), se encuentra
dV(i’, Wt) :V;(i’, Wt)th + Vt/(i’, Wt)dt

1
+ 5 Vau(t, We)o® Hy Stat,

y al reemplazar (17) para dW;

dV(t, Wt) = V;[T’Wt —C; + HtWt(‘u —

+Vé(i’, Wt)(TWthdBt

r)]dt

1
+ V(t, Wy)dt + Ev,;;(t, Wi) P TIZWEdt,
gracias a que V satisface la ecuacién HJB (9), se tiene

Vt/(i’, Wt) Z — V;[T‘Wt —

1
- VL WTEW?

Ct + ITLiWi (u —1)]

log(Ct). (19)
Esta desigualdad es verdadera para todo control (I, C;) €
[—1,1] x R%.. Ademas,

dV(tl Wt) <

—log(Cy)dt + V.(t, W;)o W IT;dB;,  (20)

puesto que |IL;| <1, y el proceso

p(s) = Vy(s, We)oWslIls = o (T —s) Tl
es adaptado y cumple fo s)ds < +oo. Se deduce que

¢ € H?y gracias al Teorema C 3. es una martingala cuya
esperanza, es nula.

Se toma la esperanza de la integral de esta expresion
entre [0, T — € y se calcula el limite cuando € tiende a 0

UOT_edv(t, wt)} < lim E [/(;T_e 10g(Ct)dt] ‘

e—0
Entonces, con (10) se aplica el teorema de Lebesgue, se
cambia el limite y esperanza y se usa V(T,Wr) = 0. La
desigualdad obtenida es valida para cualquier control ad-
misible (ITy) y (Cy), se deduce

T
sup [E [/ log(Cg)dG} )
(TTp),(Co)

Se define entonces el proceso (W;*) correspondiente a
los controles definidos en (13) C; = c*(t, W}) y IT; :=
T (t, Wy):

{ i = o -

Wi = Wy,

Iim E

e—0

V(0,Wp) >

* 2
Py (452)° de-v 5w

(21)
Se busca la solucién a esta ecuaciéon diferencial estocas-
tica que puede ser escrita bajo la forma:

w0 — W
dondea = r+ (E£ ) y b = L. Bajo la férmula de Ito

(33) a f(t, Wt)co f(t,x) =

positivo, se logra:

log( ), suponiendo que W; es

e gt

d(log Wy) =

AW}
y se reemplaza -+ por su valor:
t

dlog W) = (a— 2 — -1 Nt + bas
W)= \a-5 7 g

Se integra sobre [0, t] y se reemplaza las expresiones de a y
b lo que permite dar la expresion de W} que se escribe de

la siguiente manera:
(T—t) 1, u—r w—r
T P [r+ 7= )2]t+ —Bi ).
(23)

Ahora bien, siguiendo los mismos pasos que para la de-
mostracién de (18), en este caso se aplica la fomula de It6
ala funcion V(t, Wy), las desigualdades (19) y (20) se vuel-
ven igualdades y se verifica:

[/ log (c*(6, we))de}

Unicidad.- Al suponer que existe otra solucién X; (con

Wi =Wy

V(0,Wo) = (24)

Xg = Wj) de (21). Se define Z; = Wy/Wy, aplicando la
formula de Itd a f(t,x) = Wy/x se encuentra la dindmica
de Z;:

dZi = —Zi(a—b*— gk )dt —bZ:dBy, 25)
Z 1
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donde a y b son definidos en (22). Posteriormente se aplica
la férmula de integracién por partes a (X; Z;) (ver Propo-
sicion C.2. del apéndice)

d(Xt Zt) = XydZi+ Z+dXi +d <X, Z>t

1
= —XtZt|:<a—b2—ﬁ>dt+det:|

—t
+ (bXt) (bet) dt
= 0.

JthXt [(QTL) dt+det:|

Integrando esta expresién entre 0 y t < T, se obtiene

W,
Xi =771 XoZp = W:) Wy = W; c.s.

Lo que termina la demostracién del teorema. u

Guardando el espiritu divulgativo del articulo, la de-
mostracién de la unicidad del proceso W; ha sido realiza-
da utilizando argumentos basicos de la teoria de It6. En la
teoria de ecuaciones diferenciales estocéasticas, resultados
generales de existencia y unicidad convierten la propiedad
de unicidad de W; en un caso trivial.

Se observa que la ecuacion diferencial (HJB) aparece de
una forma natural a partir de la férmula de It6. Gracias a la
expresion explicita de la riqueza del inversionista W;" de-
ducimos que Wy — 0 cuando t — T, es decir, W = 0 c.s.
Esto se interpreta del modo siguiente, se considera [0, T] el
periodo de vida del inversionista, entonces éste busca con-
sumir el méximo posible en el curso de su vida sin dejar
nada de herenciaen T.

4.3 Demostracién de la Proposicién 3.1.

La condicién de admisibilidad (ver Proposicién 3.1.-1))
para IT{ definida en (13), es satisfecha gracias a la hipétesis

(6).

Para verificar la admisibilidad de C} =

*
t

T—t
es estrictamente positiva c.s. puesto que W lo es por cons-
truccién), se usa (23) y se manifiesta el proceso

log(C;') =1log(T —t) +log(W)

—_ )2 _
o (e M i,
2 o o

(la cual

y se observa que C; satisface (10).
Ademas W; satisface la condiciéon de admisibilidad
(11), en efecto

(T—1)[log(Wy)| < (T —1t)[log(T — £)][ + T|log(Wo)|

1(p—=1)%\. 2

+EZ I max | Bg|
o 0<6<T

y gracias a la relacion siguiente

E [méx B(ﬂ < 4T,
0<0<T

se deduce la ecuacién (11). ]

5 Segundo problema - Razonamiento
heuristico

Del mismo modo se aplica estas ideas con ¢ constante
(en horizonte infinito de tiempo) al operador siguiente

“+o0

](W, 7T, Ct) =E |:/ %Eiat (tht)’ydt , a>0, (26)
0

donde c; es una fraccién de la riqueza consumida. El objeti-
vo de esta seccion es poner en evidencia la férmula de Ito y
mostrar como interviene en la construccién de la ecuacién
(HJB) de modo muy importante. Esta ecuaciéon serd expli-
citada al final de la seccién. Una demostracion formal en el
caso general se puede encontrar en [5].

Sea V(x) una funcién suficientemente derivable (que
depende solamente de x), aplicando la férmula de It6 se
obtiene

AV (W) = V' (x)dWs + %V”(x)nzazds.

Reemplazando la dindmica de la riqueza, esta ecuacién se
convierte en

dV(Xs) =V'(x)[Xs(r+ (¢ — r)m — c)ds +modBs]

+ %V”(x)nzazds .

N———
Las expresiones sobre las llaves deben desaparecer dejando
una funcién ®(x,¢) y una martingala, entonces es necesa-
rio que la funcién V satisfaga la siguiente relacién (la base
de la ecuacién)

0=rxV'(x)+ opt{V/(x)(y —r)m—cV'(x)

7T,c

+ %V“(x)nz(fzx2 —®(x,0) },
donde opt = max o min segtin el caso. Al recordar la forma
de la funcién valor, se observa el término e~* dentro de la
integral (26). Aplicando entonces la férmula de It6 sobre la
funcién e~V (x) (técnica semejante a la de la variacion de
la constante para la resolucién de ecuaciones diferenciales),
se tiene

d(e ™V (x)) = e *dVs; —ae ™V (x)ds.

38 Analitidla, Revista de andlisis estadistico, 2 (2011), Vol. 2(1): 33-47



Analifi

Portafolio de consumo: problema de Merton

Se describe la dindmica de V(x): dV(x) = ®(x,c)ds +
V'(x)omdBs. Esta relacion sera verdadera solamente si
V(x) es la solucién de (HJB), es decir, si satisface la igual-
dad (??). Si se tiene la tltima igualdad y se la reemplaza, se
obtiene

d(e"V(x)) =e * (P(x,c)ds + V' (x)omdBs)
— eV (x)ds.

De aqui se deduce la eleccién de ®(x,¢) = aV(x) — %C%ﬂ.
Para que la integral estocastica esté bien definida, la
condicion V' (X;) es F-adaptada y f0+°° (onV'(X5))? ds <
oo deben ser verificadas, y se obtiene una martingala de
esperanza nula.
Para determinar finalmente la forma de (HJB) en este
caso, se estudia el operador

0= (L™V) (x) =V'(x) (4 — )7t — V' (x)

1
+ V" (x) 0% x® — aV (x)

2
1
+ —=c7x7,
r
cuya matriz hessiana es
V" (x)x%c? 0
Hprev)(m,c) = 0 (7 —1)cT 27

Que seré definida positiva si ¢y > 1, entonces la escritura
siguiente de la ecuacién (HJB) es justificada:

rxV'(x) + mﬂ/icn{xV’(x) [(p—r)m—c]

+2 V" (x)x2m20? — aV (x) + %c%ﬂ} =0

condicién sobre V : eV (x) — 0
cuando t — o Vx € R.

De este modo se obtiene

v
V() = ()
con los controles optimales
* p—r
T TR
’ (p=r)®
H—r
i (a2 +7)
= i )

6 Implementacién numérica

A continuacién se presenta los resultados de la simu-
lacién numérica. Se seleccioné 4 estrategias diferentes pa-
ra compararlas con la estrategia optimal. Las primeras tres

consisten en modificar la cantidad de riqueza invertida en
el activo manteniendo la misma manera de consumo que
la estrategia optimal: 1) inversion 100 % activo, 2) 100 %
banco, esta estrategia representa el comportamiento de un
agente con un gusto nulo por el riesgo y es la mejor estra-
tegia sin riesgo; y 3) (AB) estrategia de alza-baja, empeza-
mos con una inversion de 50 % de la riqueza inicial la cual
es modificada de +10 % si el activo sube de precio y de
—10 % si el activo baja de precio.

Finalmente, se incorporé una tltima estrategia que mo-
difica la forma de consumo manteniendo las proporciones
de inversi6én optimales: 4) (Const.) Consumo constante, la
tasa de consumo instantdneo es constante en tiempo e igual
a 80 %, evidentemente este tipo de consumo tiene el defecto
de no agotar toda la riquezaen T.

Se presentard el comportamiento del agente bajo dos
configuraciones opuestas del mercado (activo de precio
creciente o bullish y decreciente o bearish) en cada caso se
simula dos trayectorias para cada estrategia que mostraran
las evoluciones de: W;, la riqueza, C;, el consumo y para
comprender las decisiones del agente se afiade la trayecto-
ria Sy, del curso del activo sobre la cual las estrategias han
sido ejecutadas.

Para realizar las simulaciones en el caso optimal, en pri-
mer lugar se nota que gracias a la expresion (13) el consu-
mo C; es un movimiento browniano geométrico, el cual se-
ré trazado con la ayuda del modelo de Black y Scholes (ver
(2)), y se simula la riqueza W; a partir de la expresion (23).

Las estrategias de test han sido simuladas mediante el
esquema de discretizacion siguiente

n

Cia T(n—i+1)

Wi_q

Wii1—Cia ‘ rT
Wit =Gt (g, 4 (1 ),

W; =

con Cy = Wj.

Parametros de la simulacién: Horizonte de tiempo T =
1, riqueza inicial Wy = 1, valores iniciales del activo y de la
capitalizacion sin riesgo Sy = S} = 1. Pardmetros del acti-
vo: u = 0,06 y volatilidad ¢ = 0,12, tasa de interés r = 0,04.
Elntimero de puntos de una trayectoria simulados es fijado
an = 1000 y el nimero de trayectorias para cada estrategia
M = 1000000.

Estos valores de los pardmetros se han escogidos por
las siguientes razones

e Ellogaritmo de la riqueza inicial al anularse convier-
te la funcién valor mads sensible a r, y y o, que son los
pardmetros que dan significado e importancia a este
tipo de estrategias.

e Una tasa de interés de 4 % es una eleccion realista.

e El valor de IT = 0,5 respeta las condiciones de ad-
misibilidad. Ademds, al evitar la aproximacién a los
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limites 0 y 1 se amplifica la diferenciacién entre las
estrategias simuladas. Por otro lado, se observa que
esta eleccién de IT significa que la estategia optimal
mantiene una composiciéon de fracciones constantes
de inversion en activo 50 % y dinero en el banco 50 %.

e La eleccion n = 1000 y M = 10000 toma varios mi-
nutos de calculo de ordenador y es relativamente sa-
tisfactorio. Para n = 100 se encuentran problemas de
coherencia entre las estrategias ligadas a la simula-
cién y son debidas a la mala aproximacién de la inte-
gral del consumo instantaneo.

Simulacién

1.0

Evolucién

0.54|— copt.
|[— Ropt.
—— CBco.
11— — RBco.
4]— — CAct
= — RAct
~—— Activo
0.0 T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

Tiempo

Simulacién

Evolucién

0.5 C Opt.
||/ Rropt.
—— CAB.
R AB.
{{— — CConst.
| R Const.
— Activo
0.0 T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Tiempo

Figura 1. Comportamiento de un agente bajo un mercado “bu-
llish”. Las graficas representan la evolucién en tiempo del consu-
mo instantaneo C y de la riqueza R. Fuente: Elaboracién propia

En la Figura 1 se muestra en la parte superior la estra-
tegia optimal comparada con dos estrategias “extremas”,
en la misma escala estdn representados los rendimiendos
del activo. Se aprecia como la riqueza parte de Wy = 1y
termina en W; = 0. Por otro lado, la curva de consumo
instantdneo optimal se encuentra por encima de las otras
curvas, lo que demuestra su optimalidad.

De igual manera, en la parte inferior de la misma figura
se observa como la estrategia a consumo constante, es in-
eficiente comparada con cualquier otra estrategia y que la

estrategia 3) (compra si sube, venta si baja) es menos bue-
na que la estrategia de 100 % activo (basta comparar con la
Figura de la izquierda).

En una segunda configuracién del mercado, se obtienen
los resultados siguientes (ver Figura 2):

Simulacién

1.27

Evolucién

C Opt.
R Opt.
C Bco.
R Bco.
C Act.
R Act.
1 Activo
0.0 T T T T

0.4 ——

0.27|— -

T T T T T |
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
Tiempo
Simulacién

Evolucién

C Opt.
R Opt.
CAB.
R AB.
C Const.
R Const.
Activo

0.0 T T T T
00 01 02 03 04

0.4 ——

0.27|— -

T T
05 06 07 08 09 1.0
Tiempo

Figura 2. Comportamiento de un agente bajo un mercado “bea-
rish”. Las Figuras representan la evolucién en tiempo del consu-
mo instantaneo C y de la riqueza R. Fuente: Elaboracién propia

Se observa que la mejor estrategia es la de riesgo nu-
lo (es decir, se coloca el dinero en el banco y se consume
la riqueza siguiendo la forma optimal de consumo). Este
resultado es coherente con las observaciones realizadas an-
teriormente (ver Observaciéon 2.1) y la hipétesis sobre I1;:
una trayectoria de este tipo con y > r tiene una probabili-
dad baja y la integral del consumo para este tipo de trayec-

torias, es decir, F = fOT log(Ct) dt tiene menor relevancia
para la esperanza J(W) = EJ[F].

Para confirmar el valor teérico de #(W) = V(0,1)
se realiz6 una estimacién usando el método de Monte-
Carlo. Para los pardmetros escogidos, se obtiene el valor de
v(o, WO) = 0,0225. La simulaciones dan como resultado la
estimacion de J(W) = E[F| obteniendo para cada una de
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las estrategias, los valores siguiente:

e Estrategia Optimal: J(W) = 0,0241652 con el interva-
lo de confianza a 95 %:

[0,0229925, 0,0253379].

e Estrategia 100 % activo: J(W) = 0,0222985 con el in-
tervalo de confianza a 99 %:

[0,0200036, ©0,0245934].

e Estrategia 100 % banco: (W) = 0,0208986. (riesgo
nulo).

e Estrategia AB, se inicializa 7t en su valor optimal, es
decir, 0,5 y si el activo estd en alza entonces com-
pra +10% y si estd en baja entonces venta —10 %:
J(W) = 0,0215585 con el intervalo de confianza a
99 %:

[0,0201802, 0,0229368]

e Estrategia consumo constante (tasa 80 %): J(W) =
—0,5996940 con el intervalo de confianza a 99 %:

[—0,6000592, —0,5993287].

AB Alza + 10% / Baja —10%

Activo 100%

Estrategia Optimal
Banco

0.019  0.020 0.021 0.022 0.023 0.024 0.025 0.C

Figura 3. Intervalos de confianza para los resultados numéricos.
Est Figura da idea de la eficacia comparada entre las diferentes
estrategias. Fuente: Elaboracién propia

Los intervalos de confianza se encuentran representa-
dos en la Figura 3. Se puede ver que una estrategia que si-
gue los movimientos del activo (Activo 100 %) puede even-
tualmente vencer la estrategia optimal, pero su riesgo (su
varianza) es bastante elevada. Finalmente se nota que en
promedio la estrategia optimal vence las dos estrategias
“extremas”: 100 % banco y 100 % accién. Lo que verifica los
calculos.

A continuacién se presentan ciertos temas necesarios
para la mejor comprensién del articulo como: definiciones,
teoremas ttiles y discusiones sobre algunos temas tratados.

A Nociones de economia

A.1 Optimizaciéon

Criterio de esperanza de utilidad.- Este criterio reposa so-
bre una teoria de eleccién en un universo de incertidumbre,
un individuo compara sus ingresos aleatorios de los cuales
conoce las leyes de probabilidad. Bajo ciertas condiciones
sobre sus preferencias, Von Neuman y Morgenstern mues-
tran que éstas se pueden representar mediante la esperanza
de una funcioén, de utilidad y notada U.

De esta manera, un ingreso aleatorio X sera preferido a
un ingreso aleatorio X’ si E[U(X)] > E[U(X’)]. Esta fun-
cién de utilidad es creciente lo que expresa el gusto por la
riqueza del individuo (ver la siguiente seccién).

En el caso estudiado, este criterio consiste en maximi-
zar la esperanza de utilidad de la riqueza terminal a un
horizonte T < +o00, es decir,

sup E[U(X7)]. 27)

Criterio media - varianza.- Este criterio reposa sobre
la hipétesis de que las preferencias del individuo depen-
den solamente de la media y de la varianza de sus ingresos
aleatorios. Para expresar la aversion al riesgo el criterio se
interesa en los portafolios Media-Varianza eficaces, es de-
cir, minimizando la varianza para una esperanza dada

infa{Var[X] : E[X7] = m}.

Se puede demostrar que este problema es equivalente al
problema (27) para la funcién de utilidad

U(x) =A—x% x€R.

A.2 Aversién al riesgo y funcién valor

La aversion al riesgo es la actitud de un agente hacia la
tenencia de activos con riesgo en su portafolio. Un agente
con mayor aversion al riesgo demandard una prima (re-
torno o beneficio) mayor cuando considere que un instru-
mento posee alto riesgo. La aversion al riesgo es general-
mente integrada por un agente mediante la concavidad de
su funcién de utilidad.

En economia, es de uso comun utilizar una funcion del
tipo siguiente (ver [7, pagina 152])

lC“Y, x>0,

Ule) = (28)

—o0, x <0,

conocida como funcién isoelastica de utilidad y sirve para
expresar la utilidad en funcién del consumo de un agente.

La funcioén escogida u(c) = log(c) es el limite de la fun-
cién U presentada en (28). En efecto, una constante aditiva
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no afecta las condiciones de optimalidad, se resta la cons-
tante % a la funcién U, tomando el limite cuando <y tiende
a cero y se obtiene:

¢’ -1

li = .
vlgb i u(e)

La funcién isoeldstica es también conocida como CRRA
(Constant Relative Risk Aversion) puesto que es la tnica
que posee un indice de aversion al riesgo constante e igual a

u//(x)

()

=1—-1.

A.2.1 Sobre la funcién valor

La interpretacién de la funcién valor ¢ en (1) es muy
simple. Se toma los instantes 0 < t; < tp < -+ < t;, < T
talesque t; —t; 1 = %, n > 1, se tiene para la media geo-
métrica

1
T log ((Ct1 X oo X Ct,,)”) log(Cy,)

I
S
™=

i=1

- ilog(Cti)(ti —ti1)
i=1

—
n—r+00

T
/ log(Cy) dt.
0

Lo que demuestra que, en cierto sentido, la funcién ¢ esco-
gida es equivalente a la maximizacién de la media geomé-
trica del consumo. Todas las condiciones necesarias para
dar un sentido a esta integral son dadas y verificadas en la
Seccion 4.3.

B Procesos estocdsticos y cdlculo esto-
castico

En esta seccién se presenta varios puntos de la teoria de
procesos estocdsticos necesarios para la comprensién del
articulo (ver [6, 11]).

B.1 Proceso Estocdstico

Es un modelo matematico de un fenémeno que evo-
luciona en el tiempo de manera aleatoria. La aleatoriedad
es expresada mediante la introduccién de un espacio me-
dible (Q,.#), en el cual una medida de probabilidad P
puede ser definida. Las posibles realizaciones o resultados
del fenémeno toman sus valores en un segundo espacio
medible (S,.%) llamado espacio de estado. Para los propoé-
sitos de este articulo el espacio de estado serd el espacio
euclidiano R dotado de su c-élgebra boreliana, es decir,
(S,7) = (R, % (R)). A continuacion, se tiene la definicién
formal de proceso estocdastico:

42

DEFINICION B.1. Sean T un conjunto de indices (usualmen-
te T = R 0 IN), (Q,.F,P) un espacio de probabilidad. Un
proceso estocdstico X es un conjunto de funciones medibles
X (Q,#,P) — (R,Z(R))dondet €T.

Para un punto fijo w € Qla funcién t — X;(w); t > Oes
la trayectoria del proceso X asociado a w. Este es el modelo
matemaético para un experimento aleatorio cuyos resulta-
dos pueden ser observados continuamente en el tiempo.

Por razones técnicas de la teorfa de integracion de Le-
besgue, las medidas de probabilidad son definidas sobre o-
algebras y las variables aleatorias son definidas como me-
dibles respecto a estas o-dlgebras. La definicién dada, pre-
cedentemente, asegura que para un w € Q) fijo, X;(w) es
una variable aleatoria para todo ¢ > 0. Sin embargo, X es
en realidad una funcién de una pareja de variables (¢, w) y,
por razones técnicas, es conveniente tener una propiedad
de medibilidad conjunta, es decir, la aplicacion

(t,w) — X(tw):
([0, +00) x OO, Z ([0, +0)) @ F) — (R, & (R)),

es medible. Los procesos estocdsticos que cumplen con esta
propiedad son llamados procesos estocasticos medibles.

B.2 Filtraciones

La caracteristica temporal de un proceso estocdstico su-
giere un paso del tiempo, respecto al cual, en cada mo-
mento t > 0 se habla de pasado, presente y futuro. Asi, un
observador del proceso estocdstico podria preguntarse en
un instante dado t cuanto conoce del proceso comparado
a otro instante del pasado s < t o conocerd en un instante
del futuror > t.

DEFINICION B.2. Sea .7 una o-dlgebra, una filtracion es una
familia no-decreciente {.%;} de sub-c-dlgebras de F: Fs C
Fy C F paras < t < 4o, se define Foo := 0(Us>0 F1)-
Ademds, dado un proceso estocdstico X, la eleccién mds sim-
ple de una filtracion es la generada por el proceso mismo, es decir,

ﬁtx =0 ({Xs:s<t}),

la mds pequefia o-dlgebra respecto a la cual X es medible para
todo s € [0, t]. F{X es llamada filtracién natural de X.

De esta manera, A € .7 significa que para un instante
t > 0 un observador de X sabe si A ha ocurrido o no.

DEFINICION B.3 (Proceso estocastico adaptado). EI proceso
estocdstico X es adaptado a la filtracién {7 } si, para todo t > 0,
X; es una variable aleatoria .#y-medible.

Evidentemente, el })){roceso esocastico X es adaptado a
su filtracién natural .7 <.
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B.3 Martingalas y Movimiento Browniano

DEFINICION B.4. Un proceso estocdstico X .7 -adaptado es una
martingala respecto a & si

(i) E[|X¢]] < oo paratodot > 0;
(ii) E [X¢|.Zs] = X c.s. para toda pareja s y t tal que s < t.

Un ejemplo de proceso estocdstico, que es una martin-
gala, es el movimiento browniano.

DEFINICION B.5 (Movimiento Browniano Estandar). Un
movimiento browniano estdndar unidimensional sobre [0, +00)
es un proceso estocdstico continuo a valores en R, (By)> tal que

(i) By =0;

(ii) para todos 0 > s < t, el incremento By — Bs es in-
dependiente de o (By,u <s) y sique una ley normal

N(0,v/t—5s).

En la definicién de movimiento browniano estandar; la
independencia de los incrementos de B es respecto a la fil-
tracién natural #8 = o (B, u < s) de B. La filtracién natu-
ral de B es llamada “filtracién browniana”.

C Férmula de It6 e integracion esto-
castica

Esta seccién ha sido inspirada por [1, 9] y presenta una
introduccién minimal a la integracién estocastica; sin em-
bargo, es adaptada para los temas tratados en este articulo.
Para profundizar los conocimientos sobre el tema el lector
puede dirigirse a [4, 10].

En finanzas, una estrategia de inversién sobre un activo
S en tiempo discreto es un conjunto de decisiones (&;);eN
tomadas cada cierto intervalo de tiempo en funcién del va-
lor del activo. Asi, el valor del portafolio determinado por
el activo y la estregia sobre él tiene el valor siguiente en ¢,

n
Vi, = Vo + Z‘Xi (Sti - Sti—l)

i=i

En tiempo continuo el curso del activo S es modelado
como una funcién del movimiento browniano y el objeti-
vo es generalizar la tltima férmula con la ayuda de una

integral del tipo fot xsdSs. Ahora bien, una de las propie-
dades del movimiento browniano es que casi seguramente
sus trayectorias no son derivables en todo punto. Dicho de
otra manera, si B; es un movimiento browniano, no existe
t € R tal que % tenga sentido, lo que no permite, por

ejemplo, definir la integral como

/f(t)dBt - /f(t)%dt.

Evidentemente, se presenta el mismo problema con dS; =
df(B;). Sin embargo, es posible dar un sentido a éstas inte-
grales respecto al movimiento browniano, y se las llamara
“integrales estocdsticas”.

C.1 Construccién de la integral estocdstica

Sea (Bt),~, un .#-movimiento browniano sobre un es-
pacio probabilizado (dotado de una medida de probabili-
dad) y .Z-filtrado (Q), .#,P, ). El objetivo es dar un sentido

a fot f(s,w)dBs para una clase de procesos f(s,w) adapta-
dos a .#. La construccién comienza con la definicién de la
integral sobre el conjunto de procesos “en escalera” o “ele-
mentales” para después extenderlo a una clase més rica de
procesos.

Sea ¢ un proceso en escalera integrable e igual a

n—1

¢ = Z Ixiﬂ]fzvtiﬂ]’
i=0

definimos la integral estocastica I(¢) de ¢ de la siguiente

manera:

n—1

/(p(f)dBt = 2 o; [Bti+l — Bti] .

i=0

(29)

La variable aleatoria I(¢) definida de esta manera es una
combinacién lineal a coeficientes aleatorios de variables
aleatorias gaussianas independientes. I(¢) no es necesaria-
mente una variable aleatoria gaussiana, sin embargo, sus
momentos de orden 1y 2 satisfacen propiedades remarca-
bles.

LEMA C.1. Sea ¢ un proceso en escalera integrable y de cuadra-
do integrable. Se tiene:

E U go(t)dBt] —0,
</ qv(t)dBt>2 ~E [/ goz(t)dt].

Gracias al teorema siguiente, se extiende la definiciéon
de integral estocdstica a cualquier proceso en el espacio

E (30)

H? =

{((P(t))fzo procesos adapatados a .# : E {/ (pz(t)dt} < —i—oo} .

TEOREMA C.1. Sea B un movimiento browniano estdndar res-
pecto a una filtracion .F. A todo proceso estocdstico ¢ € H?, se
asocia de manera tinica una variable aleatoria de cuadrado inte-
grable, [ ¢(t)dB; tal que

E U go(t)dBt] —0;
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</ <P(t)dBt)2 —E U gpz(t)dt] ,

que coincide para los procesos estocdsticos en escalera con
n—1
Z X [ 1+] - Bti}'

C.1.1 Laintegral estocastica como proceso

Como para la integracién determinista, es posible aso-
ciar un proceso a una integral estocdstica de un proceso ¢
que vive en H?. Se notaré

ot
1i(9) = I(oy19) == | 9(s)dB.
El objetivo de esta seccion es presentar las propiedades del
proceso estocastico (It(¢))¢>o.

TEOREMA C.2. Sea ¢ € H?, (It(@))icpo,) €s un proceso es-
tocdstico de trayectorias continuas, adaptado y tal que para toda
funcion aleatoria (es decir, un proceso estocdstico visto como una
funcidn del tiempo) ha(s) = Laly, ) (s), A € Fy se tiene

ot
/0 141y, 5 (s) (s

Todas las propiedades se obtienen gracias a la aproxi-
maciéon mediante procesos en escalera, a excepcion de la
continuidad de las trayectorias que es mostrada mediante
la desigualdad maximal, esta propiedad es fundamental para
la integracién estocéstica, pues permite demostrar no so-
lamente la continuidad sino también varios resultados de
convergencia.

-min{t,v}
)dBs = 14 / ¢(s)dBs.

min{t,u}

PROPOSICION C.1 (Desigualdad maximal). Para todo pro-
ceso estocdstico (It(‘P))te[o,T] con ¢ € H? se tiene

. <usel[l(?t] /u (P(S)dBS> | =4 </0T (P(S)st) 2‘|
=4E [/OT (pz(s)ds} .

Gracias al principio de simetria del movimiento brow-

niano: Yy > 0, P (suptST B; > y) = P (|B¢| > y) (es decir,

paracada T > 0, sup,.; B y |Br| tienen la misma ley), se
puede deducir una estimacién exacta

2
E (sup Bu> =E [(BT)ﬂ =T.

u<T

(1)

TEOREMA C.3 (Propiedad de Martingalas). Sea ¢ € H?, el
proceso estocdstico continuo, adaptado e integrable (It(@)),~,
es una martingala. B
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C.2 Calculo de Ito

Ahora, se inserta un “célculo diferencial” sobre las inte-
grales definidas anteriormente, llamado “Calculo de Itd” y
cuya herramienta principal es la “férmula de It0”.

Se inicia con la definicién de la clase de procesos sobre
los cuales se puede utilizar la férmula de It6. Se dara las
condiciones minimas necesarias para su buena definicién.

DEFINICION C.1 (Procesos de Difusion o de Itd). Sean
(Q), .Z,P), un espacio probabilizado dotado de una filtracion y
(Bt)>( un F-movimiento browniano. Llamaremos Proceso de
It6 o de difusion, un proceso (Xt),~q a valores en R tal que

t t
Pcs. VE>0, Xy =X, +/ Ksds +/ Hs dBs, (32)
0 0
donde
- Xg es Fy-medible.

- (Kt);>0 Yy (Ht);q son procesos F-adaptados.

fot |Ks|ds < +oo Vt >0 P-c.s.

-E [fof \Hs\%ls} < 4oVt >0, ie, K € H2.
TEOREMA C.4 (Férmula de Itd). Sea (X;),~, un proceso de
1t6 (definido mediante la formula (32)) y (t,x) — f(t,x) una

funcion C'2, es decir, dos veces diferenciable en x y unaen t y de
derivadas continuas. Se consigue

FX) = 0%+ [ filsXds+ [ fils,x)ax,
/f (s, Xs)d (X, X),,

donde, por definicion
t
= H2ds,
| H
Yy

t ot ot
/Of;(s,xs)dxs:/of;(s,xs)stH/of;(s,xs)Hsst.

PrOPOSICION C.2 (Férmula de integracién por partes).
Sean Xy e Yy dos procesos de Ito

(33)

ot ot
Xt:Xo—i-/ sts—i—/ H, dBs,
0 0

Y :Y0+/0t1<gds+/;Hést.
Entonces
XY = XoYo + /Ot XsdYs + /Ot YsdXs + (X, Y),
con la convencién:

ot
(X,Y), = / H,H. ds.
0
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D Modelo de Black y Scholes

En 1900, Louis Bachelier introdujo el movimiento brow-
niano para modelizar la dindmica de los precios de las ac-
ciones en la Bolsa. Su “Teoria de la especulacién” (su tesis
doctoral defendida en la Sorbonne), es el primer ladrillo de
las finanzas modernas. En 1905, Albert Einstein construye
un modelo probabilistico para una particula en difusion,
encontrando la ley de probabilidad para la posicién de tal
particula.

En los afios 60 el trabajo de Bachelier fue retomado y, en
los tltimos 40 afios los mercados financieros experimentan
una revolucién de gran amplitud. La actividad financiera
se desarrolla a través de un cierto niimero de instrumen-
tos que tienen como objetivo la reparticion del riesgo de un
mercado determinado, riesgo que nace de las variaciones
de las tasas de cambio de divisas, de las tasas de interés o
de factores econémicos que se escapan del control de los
participantes de este mercado.

La gran variabilidad de los precios de estos instrumen-
tos o pardmetros condujeron de manera natural a esta ne-
cesidad de transferir el riesgo. Los bancos juegan un papel
importante en esta transformacién proponiendo productos
financieros que seran llamados productos derivados. Actual-
mente, es primordial observar la importancia de las herra-
mientas del cdlculo estocéstico sin las cuales el business de
los seguros y riesgos financieros no podria haberse desa-
rrollado como lo ha hecho y los mercados financieros no
habrian podido ganar la importancia se poseen ahora.

Un ejemplo de producto derivado, son las opciones.
Una opcién es un contrato que da el derecho (y no la obli-
gacion) de comprar (tal opciéon se llama “CALL”) a una fe-
cha futura predeterminada (“madurez” del contrato), can-
tidad fija de un activo (una accién) a un precio dado (“pre-
cio de ejercicio” o “strike”) a cambio de una prima inicial
pagada en el presente.

Sobre este tipo de productos, se realizan las siguientes
observaciones:

e El riesgo del comprador es limitado a la prima: en el
peor de los casos, este pierde el importe pagado para
entrar al contrato.

e Elriesgo que afronta el vendedor del CALL aumenta
si el mercado esta en alza. La madurez puede jugar en
contra de él y; ademads, un gran movimiento de alza
justo antes de la ejecucién siempre es de temerse.

Por otro lado, la incertidumbre que afecta la accién subya-
cente de la opciéon a madurez es el resultado de pequefios
movimientos cotidianos que pueden ser observados, lo que
provee informacién que puede ser utilizada para:

e Definir un modelo para la dindmica del curso de la
accién;

e y, reducir el riesgo final mediante un actitud dindmi-
ca y racional puesto que el vendedor puede en to-
do momento comprar o vender acciones que financia
con la ayuda de la prima.

Esto es precisamente lo que hacen en 1973 F. Black and
M. Scholes cuando publicaron un articulo (ver [2]) en el
cual, retomando las ideas de Bachelier, consiguieron dar
una respuesta al problema de precio y cobertura de un pro-
ducto derivado. Ellos definen el precio de un producto de-
rivado como el “precio de su cobertura”.

Por otro lado, es evidente que los precios de los dife-
rentes productos derivados no son cualquiera, existe una
fuerte coherencia entre los precios de productos derivados
sobre un mismo subyacente (por ejemplo, CALLs con dife-
rentes strikes).

D.1 Ausencia de oportunidad de arbitraje

Ley fundamental de las finanzas de mercado.- En
un mercado muy liquido?, donde no existen precios de
transaccién ni limitaciones sobre la compra-venta de ac-
ciones, no hay oportunidad de arbitraje, es decir, que no
es posible ganar dinero de manera segura a partir de una
inversiéon nula.

Esta propiedad de ausencia de oportunidad de arbitra-
je es, sobre todo, una regla que conduce a la unicidad de
precios de productos derivados de la siguiente manera:

Dos estrategias que dan como resultado un mismo valor en el
horizonte final de gestion (fecha de madurez) en todos los estados
del mundo tienen el mismo valor en toda fecha intermedia.

Analicemos ahora el comportamiento del vendedor de
un CALL que asegura un flujo /(St) a una madurez T, re-
cibiendo en el presente la prima o precio de la accién. El
vendedor no puede repartir el riesgo sobre un gran ntime-
ro de clientes como lo hacen las aseguradoras. Lo que hara
es invertir la prima en un portafolio autofinanciado (ver
definicién D.1 mds adelante). El vendedor tiene varias op-
ciones, si éste es pasivo, pondra el dinero en el banco. En
T la cantidad de dinero que posee depende de los intereses
recibidos y de la prima inicial y no del valor del activo. Esta
no es una estrategia adaptada al producto vendido.

Por otro lado, puede comprar un cierto nidmero de ac-
ciones, de manera que su portafolio posea las mismas ac-
ciones subyacentes cuyo movimiento de su precio va en el
mismo sentido que el flujo que él podria pagar.

La gestion de un producto derivado se muestra enton-
ces como un conjunto de varias operaciones:

1) Seguir regularmente el precio C; del producto en el
mercado;

2) administrar un portafolio autofinanciado, de valor V;
en t cuyo valor inicial es la prima V) = x,

2La propiedad de liquidez de un mercado se traduce por la facilidad de comprar y vender libremente y sin restricciones de cantidad los activos

que se intercambian en él.
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3) vigilar el “P& L” (las ganancias y pérdidas) del por-
tafolio;

El objetivo de la gestion de una opcién no es la maxi-
mizacién de “P& L” final, sino al contrario reducirlo con
el fin de conseguir la varianza mas débil posible. El mejor
“portafolio” (que supone ademads, una eleccién optimal de
la prima x) es llamado el portafolio de cobertura.

Bajo la hipétesis de ausencia de oportunidad de arbi-
traje podemos establecer la siguiente relacién entre evalua-
cién y cobertura:

Si es posible encontrar un P& L final de riesgo nulo, en-
tonces el principio de AOA implica que la diferencia entre
el precio y el valor del portafolio son nulos casi seguramen-
te en toda fecha t.

D.2 Modelacién matematica

La incertidumbre es modelada a través de trayectorias
futuras del activo con riesgo, vistas como posibles escena-
rios de evolucién. De manera general, se supone que las
trayectorias son funciones continuas definidas sobre R™.
Bachelier model6 el curso de una accién como un movi-
miento browniano con tendencia (o “drift”). El problema
de este modelo es que permite a la accion adquirir valores
negativos. Samuelson en 1960 propuso mantener esta mo-
delacion para los rendimientos en lugar del curso mismo.

Suponiendo que el rendimiento entre dos periodos es
medido mediante la diferencia de los logaritmos del curso
de la accién, deducimos el modelo presentado en la Sec-
cién 2.1. Puesto que la funcién exponencial ecuacién no es
acotada, para justificar la escritura diferencial y la utiliza-
cién de la férmula de It en (9), necesitamos ciertas pro-
piedades de integrabilidad que son facilmente verificadas
gracias a las propiedades de la transformada de Laplace de
una variable aleatoria gausiana presentadas en el siguiente
teorema.

TEOREMA D.1. Sea S un movimiento browniano geométrico de
valor inicial x. El curso Sy, de condicion inicial Sy = x sigue una
ley log-normal cuyos primeros momentos son dados por

E [Si] = xe!, E {Sﬂ — 2eut?)t

Var[Sy] = x%e*" (e”zt - 1) :

En particular, el Sharpe ratio que reporta la ganancia promedio
respecto a la variabilidad del activo,

E [St] — X

Sharpe ratio =
" Var|[S;]

(34)

independiente del valor inicial Sy = x.

D.3 Interpretacion de los parametros

e Si no existe ruido, i.e,, ¢ = 0y el activo no posee
ningdn riesgo, y representa su rendimiento anuali-
zado.Un simple argumento de arbitraje muestra que
en ausencia de aleatoriedad sobre el activo, su rendi-
miento debe ser el mismo que aquel de un depdsito
en el banco cuya tasa de interés es notada r : si r < u
bastaria hacer un crédito en el banco y comprar el ac-
tivo, inversamente si r > p bastaria vender el activo
al descubierto y depositar el dinero en el banco. Se
designa mediante S} el valor en t de la capitalizacién
de un doélar en el banco.

ds) = SDrdt.

e Si el activo tiene riesgo, i representa el rendimiento
anualizado esperado del activo por unidad de tiem-
po. Es de uso comtin comparar el rendimiento de un
activo con el de la capitalizaciéon del dinero en el ban-
co. El pardmetro y — r es en general un pardmetro de
referencia.

e El Ratio de Sharpe por unidad de tiempo de los excesos
de rendimientos respecto al dinero toma en cuenta la
volatilidad del activo y, es considerado como la pri-
ma de riesgo A que el mercado asigna a la fuente de
riesgo B puesto que:

d ds
. . ﬁ]E |:_tt:| r u—r dSt
prima de riesgo = A = = bt
4 Var {@} o S
dt P
(35)

e Escribiendo el curso de un activo de la siguiente ma-
nera
ds; = St[rdt + U'(dBt + /\dt)},

se evidencia la importancia del pardmetro clave de la ca-
racterizacioén de los activos financieros: la volatilidad ¢. El
orden del tamafio de este pardmetro depende de la natu-
raleza del activo subyacente: en los mercados de acciones
varia entre 30 %y 70 %, en los mercados de tasas de cambio
entre 10 % y 30 %, en los mercados de tasas de interés entre
el 8% y 30 %.

D.4 Portafolio dindmico

Al suponer que se puede invertir sélo en un activo con
riesgo, usualmente llamado accién; y en dinero, es decir,
depositando en el banco o realizando préstamos. Se desig-
nard mediante S; el precio de la accién en la fecha ¢, r la
tasa de interés para un deposito en el banco entre [t, t + dt].

DEFINICION D.1. Es una estrategia dindmica de compra y ven-
ta de acciones y de préstamos y depdsitos de dinero en el banco,
cuyo valor no es modificado por el aumento o retiro de dinero.
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Sea V; el valor de mercado (llamado también valor liquida-
tivo o Market to Market) del portafolio en la fecha t. Después
de ejecutar una decisién sobre el portafolio (compra-venta
de acciones o depdsito-retiro-préstamo de dinero al banco),
el niimero de acciones ¢; (positivo si es comprador - posi-
cién dicha “long”, negativo si es vendedor - posicién dicha
“short”), es contante hasta la préxima fecha de gestion. Se
supondrd que el trader toma su decisién en funcién del va-
lor del curso de la accién en el momento en el que va a
renegociar (comprar-vender / depositar-retirar).

En un tiempo dt, la variacién del valor del portafolio
es explicada solamente por la variacion del valor de la ac-
cién y por la tasa de interés vertida por el banco sobre el
dinero. Es decir, puesto que el dinero invertido en el banco
es V; — ;S (todo el dinero que no se utiliza para comprar
acciones es depositado en el banco), el valor del portafolio
autofinanciado viene dado por:

th = (SdSt + (Vt — 5tSt)rdt = T’tht +5t(dst — I”Stdt). (36)
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