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Resumen

En el presente articulo se analiza el efecto de la rentabilidad y volatilidad
del fondo de pensiones, la densidad de cotizacion y las comisiones de admi-
nistracion en el valor esperado y la varianza de la riqueza terminal de una
cuenta individual de capitalizacién. Asimismo, se presenta una metodologia
para representar comisiones de administracion por flujo y aquellas por saldo,
y compararlas entre si a través del ratio de riqueza terminal esperada en
exceso a desviacion estandar. Finalmente, se realiza una aplicacion practica
de la metodologia y se muestran resultados en el marco del Sistema Privado
de Pensiones del Pert.

Palabras clave: Fondo de pensiones, comision por saldo, comisién por flujo,
densidad de cotizacién, cuenta individual de capitalizacién.

Codigo JEL: G23.

Abstract

In this paper we analyze the effect of the pension fund’s rate of return and
volatility, density of contribution and administrative fees on the expected
value and variance of the terminal wealth of an individual capitalization ac-
count. Also, we present a methodology to represent and compare front-end
load and balance fees through the ratio of expected terminal wealth in excess
to standard deviation. Finally, we apply the methodology and show results
corresponding to the Peruvian Private Pension System.

Keywords: Pension fund, balance fee, front-end load fee, density of contri-
bution, individual capitalization account.
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1. Introduccion

Durante el iltimo cuarto del siglo pasado, muchos paises latinoamericanos
reformaron sus sistemas pensionarios, migrando de sistemas publicos de re-
parto a sistemas privados con cuentas individuales de capitalizacién (CIC)?,
Segin Escriva et al. (2010), a través de estos nuevos sistemas se buscaba
adaptarse a los nuevos riesgos y retos que imponian a los paises diversos
factores como: la vulnerabilidad de las finanzas publicas, los cambios en las
tasas de natalidad, la mayor longevidad de la poblacion, los problemas de
eficiencia en la administracién publica y el mayor desarrollo potencial de los
mercados financieros. Sin embargo, actualmente se sugiere llevar a cabo una
nueva serie de reformas cuyos retos fundamentales, considerados en Kritzer
et al. (2011), son aumentar la cobertura y competencia de los sistemas pre-
visionales, asi como reducir sus costos de administracion.

Dos caracteristicas importantes de un sistema pensionario con CIC son
el hecho que el afiliado asume el riesgo derivado por la fluctuacion del valor
de los activos administrados, y que ademds los cargos administrativos (co-
misiones) cobrados por las Administradoras de Fondos de Pensiones (AFP)
tienen un impacto importante en el balance final de las CIC.? M4s atin, como
se menciona en James. et al. (2001), Whitehouse (2001) y Mitchell (1998)
una de las principales criticas a los sistemas con CIC es su elevado costo,
pues este hecho no incentiva la participacion, dana la imagen del sistema en
su conjunto, reduce futuras pensiones e incrementa los costos futuros para el
gobierno, de existir una pensién minima garantizada.

De acuerdo con Kritzer et al. (2011), los cargos administrativos més co-
munes en sistemas de pensiones con CIC son: proporcionales por flujo (expre-
sados como un porcentaje del salario o contribucién), fijos por flujo, propor-

2El caso més documentado es Chile. El lector puede encontrar los aspectos principales
de tal reforma en Arrau et al. (1993), Diamond y Valdés-Prieto (1994), Edwards (1998),
Arenas de Mesa y Mesa-Lago (2006). En el caso del Perd, un anélisis completo de la
reforma del sistema de pensiones y su estado actual se expone en Marthans y Stok (2013).
Sharpe (1998), Sinha (2000), Kay y Kritzer (2001), Mesa-Lago (2006) y Kritzer et al.
(2011) son buenas referencias para el estudio de la reforma, situacién y perspectiva de los
sistemas pensionarios de América Latina.

3Devesa-Carpio et al. (2003) considera que el sistema de cobro adoptado en el sistema
con CIC es muy importante, debido a que el proceso de acumulacién es exponencial y
dirigido hacia horizontes largos de tiempo. Por ejemplo, Murthi et al. (1999) estima que
en el Reino Unido més del 40% del valor de la CIC se disipa a través de cobros de
administracién, mientras que Whitehouse (2001) determina que un cobro de uno por ciento
anual de los activos representa cerca del 20 % del valor final de la pension.
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cionales por saldo y proporcionales sobre rendimientos en exceso. El presente
articulo analiza inicamente las comisiones proporcionales por flujo y saldo,
las cuales son los tipos mas comunes e importantes en Latinoamérica*. Para
Sharpe (1998), la comisién por flujo es mas ventajosa para las AFP en la
fase inicial del sistema; adicionalmente, a pesar que la comision por saldo
alinea los objetivos de las AFP en términos de incrementar la rentabilidad
del fondo®, ésta tiende a ser més cara en el largo plazo debido a que las CIC
se incrementan en valor. Ademds, Shah (1997) afirma que la comisién por
flujo genera distorsiones y tendencias indeseables, tales como promover altos
costos de instalacién de las AFP, desalentar la competencia del sistema y
generar pérdidas para los afiliados de mayor edad.

En el presente articulo se analizan, a través de diversos ratios y medidas,
el efecto de la rentabilidad y volatilidad del fondo de pensiones, la densidad
de cotizacién y las comisiones de administracion en la riqueza terminal de
una (CIC). A partir del supuesto de que el valor cuota del fondo de pen-
siones representativo evoluciona en el tiempo segin un movimiento Brow-
niano geométrico, se brindan expresiones tedricas explicitas y/o recursivas
para determinar el valor esperado y la varianza de la riqueza terminal de la
CIC. Ademas, en la aplicacién practica al Sistema Privado de Pensiones del
Perti (SPP), se muestra que si la fase de acumulacién es 45 anos y la comisién
por saldo es 1.00 % anual, entonces el porcentaje de riqueza terminal consu-
mido por dicha comisién serfa 23 % en el escenario moderado® (rentabilidad
real de 5% anual para el fondo), 26 % en el escenario agresivo (rentabilidad
real de 7% anual) y 20 % en el escenario conservador (rentabilidad real de
2% anual). En el caso de una comisién de 0.5 % anual, dichas pérdidas serian
aproximadamente de 13 %, 15% y 11 % para la fase de acumulacién y nivel
de comisién antes mencionados; y, para una comisién de 1.5 %, las pérdidas
respectivas serfan 33 %, 37 % y 28 %. En el caso de la comisién por flujo, ésta
generaria un costo de oportunidad de 16 % para todo escenario de rentabili-

4Anslisis y comparaciones de cargos administrativos en diferentes paises se puede en-
contrar en James. et al. (2001), Whitehouse (2001), Gémez-Herndndez y Stewart (2008),
Corvera et al. (2006), Tapia y Yermo (2008) y Devesa-Carpio et al. (2003). Ademés, Sinha
(2001), Masfas y Sanchez (2007) y Martinez y Murcia (2008) evalian en detalle (a pe-
sar de que se han realizado modificaciones) los cargos administrativos en México, Peri y
Colombia, respectivamente.

“Recientemente, en los resultados obtenidos por Medina et al. (2013) en el caso Chileno,
no se encuentra evidencia para afirmar que las comisiones de administraciéon (por flujo)
influyan en los rendimientos obtenidos por los distintos fondos del sistema.

6Similar resultado al obtenido por Whitehouse (2001). Pero el resultado depende tam-
bién del horizonte de aportacién. Por ejemplo, si el horizonte es 25 anos la pérdida seria
19%, v si fuera 13 anos la pérdida seria aproximadamente 10 %.
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dad y horizonte de aportacion, al asumir como su nivel al cargo promedio del
SPP”. M4s atin, se verifica que la densidad de cotizacién constituye un factor
marginal en la determinacion de los valores de los ratios que involucran (de
manera relativa) al rendimiento esperado y la varianza de la riqueza terminal
bajo ambos tipos de comisién.

La forma tradicional de comparar comisiones por saldo y flujo es a través
de los valores esperados de los fondos bajo ambos esquemas de cobro al final
del periodo de acumulacién. Este enfoque se utiliza en Shah (1997), Diamond
(2000), Blake y Board (2000), Whitehouse (2001), Devesa-Carpio et al. (2003)
y Gémez-Herndndez y Stewart (2008). Recientemente, y en el marco de la
reforma del SPP, Moloche (2012), a través de un un modelo que maximiza
la utilidad terminal del afiliado en un contexto de optimizacion dinamica,
compara algunos escenarios de las comisiones por flujo y saldo. En nuestra
investigacién, e inspirados en Sharpe (1966), definimos como medida para
comparar el desempeno de las comisiones al ratio de riqueza terminal espe-
rada en exceso (riqueza terminal esperada bajo una tasa de capitalizacion
ajustada por la tasa libre de riesgo) sobre la desviacién estandar de riqueza
terminal. Para los valores calibrados del SPP, se observa que la comisiéon por
flujo tiene un mejor desempeno que la comision por saldo, y que esta ultima
tiende a mejorar a medida que la rentabilidad del fondo aumenta, la comision
por saldo diminuye, o se amplia el horizonte de aportacién. Sin embargo, en
el largo plazo, i.e., cuando la fase de acumulacion tiende a infinito, la comi-
sién por saldo, en teoria, tiende a ser superior a la de flujo. Asimismo, se
encuentra que la densidad de cotizacién sigue teniendo un efecto marginal en
el desempeno relativo de ambos esquemas de comisiones.

La estructura del presente trabajo de investigacién es la siguiente: en la
Seccién 2 se propone una metodologia para modelar (bajo interrupcion de
aportes) la riqueza terminal de una CIC y comparar comisiones por flujo y
saldo. La aplicacién practica de la metodologia propuesta al SPP se realiza
en la Seccion 3. Finalmente, en la Seccién 4 se concluye, se brindan ciertas
recomendaciones y se proponen algunas extensiones para la metodologia.

2. Metodologia

Consideremos i € Ny T € N7 tales que 0 < i < T — 1. El indice
¢ representa un mes particular y 7" es el nimero de meses que faltan pa-
ra la jubilacion del afiliado. Asumimos que el valor cuota, V', de un fondo

TAl 16 de Mayo de 2014 tal cargo promedio es 1.58 % del salario del afiliado.
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de pensiones representativo de una Administradora de Fondos de Pensiones
(AFP) en el tiempo t € R (meses) satisface la siguiente ecuacién diferencial
estocastica (EDE):

dV () = pV (t)dt + oV (£)dB(t), V(0) = Vp. (1)

En esta ecuacion, p es la tasa de crecimiento del valor cuota por unidad de
tiempo (meses), o la volatilidad del retorno logaritmico mensual del mismo,
Vh es el valor cuota inicial, y el proceso estocastico B es un movimiento Brow-
niano estdndar unidimensional. La EDE en (1) es una especificacién comin
para modelar el valor cuota, pues es muy utilizada en modelos de control

estocdstico para fondos de pensiones®.

A continuacién, describiremos con detalle las comisiones por saldo y flujo
utilizando una estructura similar a la proporcionada en Shah (1997), Dia-
mond (2000), Blake y Board (2000), Whitehouse (2001), Devesa-Carpio et
al. (2003) y Gémez-Herndndez y Stewart (2008).

2.1. Comision por saldo

Sea ¢ > 0 la comisién por saldo mensual expresada en tiempo continuo®.

Ademas, en el mes i, el afiliado aporta una suma W; > 0 a su fondo de
capitalizacion individual. Si el valor cuota, V', se normaliza a la unidad en
el periodo 7, entonces el aporte W; equivale al mismo nimero de cuotas. Es
decir que, para t > i, y basdndonos en la EDE (1), el aporte realizado en i
seguirfa el siguiente movimiento Browniano geométrico (GBM):

Wi(t) = Wieh=9=5)-0re(BO-BO) << T, 2)

Al afiliado le interesa determinar el valor final de su fondo, W(T), el cual
es la suma de los valores finales de todos los aportes realizados segun la
secuencia Wy = {W; | W; > 0,0 <i < T — 1}. Entonces,

WL(T) = S W), ®)

8Es un supuesto comtin en la literatura el asumir el movimiento Browniano geométrico
(GBM) como proceso para el valor cuota del fondo o para los precios de los activos que
conforman el fondo. Algunos ejemplos del uso del GBM son: Blake et al. (2001), Devolder
et al. (2003), Vigna (2010), Haberman y Vigna (2002), Battocchio y Menoncin (2004),
Han y Hung (2012), y Cairns et al. (2006) entre otros. En el caso del estudio del SPP,
Moloche (2012) utiliza en su metodologia GBMs para modelar los activos de renta variable
nacional e internacional.

9Un valor constante de § podria implicar que el sistema ha alcanzado madurez con
respecto a esta forma de cobro.
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donde los procesos W! en (2) estdn sujetos a la misma fuente de incertidumbre
B dada por (1). Ademés, la esperanza, E[W,(T)], del valor final del fondo es

T-1 T-1
E[W,(T)] = Z Wiew=9T=i) — u=-0T Z W,e— (=i (4)
i=0 i=0

La siguiente proposicion permite calcular explicitamente la varianza del fondo
final del afiliado bajo comisién por saldo.

Proposicién 2.1 (Varianza de riqueza terminal). La varianza de Wy(T') en
(3) se puede calcular a través de la siguiente expresion

T-17T-1

Var(W,(T)) = Z Z Wine(“_‘s)(T_”T_j) (e“Q(T_méX{i’j}) — 1) . (5)
i=0 j=0
Demostracion: Ver Apéndice A. O

2.2. Comisién por flujo

Sea o > 0 la tasa de la comisién por flujo!®. Si el afiliado realiza un
aporte W; en el mes i, la comisién que pagaria a la AFP (en el momento
del aporte) serfa igual a C; = W;(1 — e~*). Considerando que la comisién C;
pudo ser invertida en el fondo, el aporte del afiliado ajustado por el costo de
oportunidad de C; puede expresarse como e~ *W;. A partir de este supuesto,
el aporte ajustado de la comisién por flujo en el mes 1, W}, evolucionaria
segun el siguiente GBM:

Wit) = Wi oeln=3)-0+o(BO-B@) ;<4< T, (6)
Para el afiliado, es importante calcular el monto del fondo final ajustado por
el costo de oportunidad de la comisién por flujo segiin la secuencia de aportes
Wr ={W; | W; > 0,0 <i<T —1}. Si denotamos dicho monto final como
We(T'), se tiene

W) = 3 WD), )

Utilizando (4) y la Proposicién 2.1, se demuestra facilmente que la espe-
ranza y la varianza de W;(T') se pueden calcular a través de las siguientes

10También se le conoce como comisién por sueldo, y puede ser cobrada como un por-
centaje del salario o la contribuciéon del afiliado.
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expresiones:
T-1 T—1
EWy(T)] = ey Wit = emotuly e, (8)
i=0 i=0
T—1T-1
Var(Wf(T)) _ Z Z mwj6—2a+u(T—i+T—j) (602(T—méx{z‘,j}) - 1) ‘ (9)
i=0 j=0

Es importante recalcar que W¢(T") no representa el verdadero monto final del
fondo del afiliado, sino un monto final ajustado por el costo de oportunidad
de la comision por flujo. Ademas, el fondo final del afiliado seria igual a

Gan(T).

2.3. Interrupcién de aportes

Existe la posibilidad de que el afiliado no sea capaz de contribuir con un
monto W; > 0 para todo i. Para representar tales interrupciones, introdu-
cimos un proceso estocdstico Z = {Z;,0 < i < T — 1}, independiente del
proceso B, tal que Z es una secuencia de variables aleatorias independientes
Z; ~ Bernoulli(p;) con al menos un i* tal que p; > 0. Si Z; = 0, entonces no
existiria contribucién en el periodo i, lo que ocurre con probabilidad 1 — p;.
Asimismo, denotamos como Pr a la secuencia de probabilidades de aportar,

Le, Pr={p; |pi€[0,1], 0<i<T -1}

El proceso Z es una de las formas mas simples de incluir interrupciones
en la secuencia Wy = {W; | W; >0, 0 <i < T — 1}. Adicionalmente, Wr
podria ser interpretada como el flujo de contribuciones representativas para
grupos homogéneos de afiliados compartiendo un mismo 7'. Por ejemplo, es
posible determinar Wy a través de proyecciones de salarios dependiendo de
una tasa de crecimiento promedio que es a su vez funcion de la edad, el
sexo, el nivel educativo, etc. Para incorporar el proceso de interrupcién en
las comisiones por flujo y saldo definimos:

WT) = 3 ZwiT), (10)
Wi(T) = iziw;m, (11)

donde WX(T') y WH(T) estan dados por (2) y (6), respectivamente. Ambos

S

/WS(T )y /Wf (T') representan riqueza terminal (bajo los esquemas de saldo y
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flujo) cuando las interrupciones se modelan a través del proceso estocastico

Z.

Calculando los valores esperados de WS(T) y Wf (T) tenemos
T-1
EW,(T)] = ZE ZW(D)] = 0TS pWie 60 (1)

1=0
T—1

E[W(T)] = ZEZWf ) =e O‘JF“TZpZWe . (13)

Para obtener (12) y (13), se ha utilizado la independencia de Z; con respecto

a WI(T) y Wi(T). Las varianzas de W,(T) y W(T) pueden ser determinadas
utilizando la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2 (Varianza de riqueza terminal con interrupcion). Bajo el

proceso de interrupcion Z, las varianzas de /WS(T) Yy /Wf(T) en (10) y (11)
son:
T-17-1

Var(W,(T)) = Z Zpiijine(u—é)(T—HT—j) (602(T—méx{i,j}) B 1)

i=0 j—O

+Zp2 (1 = pi) W20 +aD)(T=) (14)

T-1T-1

Var(W (T Z ZprJWW o= 20+u(T=i+T—j) ( o2(T—méx{i,j}) _ 1)

=0 7=0
+ sz e~ 20+ 2uto?)(T—i) (15)

Demostracién: Ver Apéndice B. ]

Si se asume p; = p con p € (0,1] para todo 0 < i < T — 1, el afiliado tiene la
misma probabilidad de contribuir en cada periodo (mes). En consecuencia,
la probabilidad p se puede interpretar como la densidad de cotizacion del
afiliado. En la siguiente proposicion, analizamos el efecto de la densidad de
cotizacion, p, sobre la varianza de la riqueza terminal ajustada.

Proposicién 2.3 (Impacto de p en la varianza del fondo final). En el proceso
de interrupcion Z se asume p; = p tal que p € (0,1), y se consideran a
Var(/WS(T)) en (14) y Var(/Wf(T)) en (15) como funciones de p. Si 0® >
In(2p), entonces 8pVar(Ws(p, T)) >0y 8pVar(Wf(p, T)) > 0.
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Demostracion: Ver Apéndice C. ]

A partir de la Proposicién 2.3 notamos que, si p < %, entonces siempre las

varianzas de la riqueza terminal ajustada van a ser funciones crecientes en
p. Sip > %, no es posible garantizar que la relacién anterior se cumpla en
todo escenario, y es por ello que se necesita la condicién adicional o2 >
In(2p). Sin embargo, esta dltima es muy restrictiva (ver demostracién), pues
podrian existir condiciones menos estrictas que produjeran el mismo efecto
de monotonicidad. Por ejemplo, en el caso de la comision por saldo, bastaria
verificar si Zzz_ll qﬁi,T(e”z(T_i) —2p) > 0, donde los pesos de la suma ponderada
son ¢ p = W2e2h=0(T=1),

2.4. Relaciones recursivas

En esta seccion, proporcionamos expresiones recursivas para calcular las

esperanzas y varianzas de las riquezas terminales ajustadas /WS(T) y /Wf(T)
definidas en (10) y (11).

Proposicién 2.4 (Recursiones para comisién por saldo). Si /WS(T) se define
como en (10), entonces para T > 2 se cumple

EW,(T)] = e NEW,(T —1)] +prWr_1), (16)

Var(W(T)) = et (Var@(fr—1>>+pT_1<1—pT_1>W%1)
+(e” — DE[W,(T)]?, (17)
donde

EW,(1)] = poWoe'™, (18)

—~

Var(W,(1)) = piWge® (e — 1) + po(1 — po)We P+ (19)
Demostracion: Ver Apéndice D. ]

Proposicién 2.5 (Recursiones para comisién por flujo). Si Wf(T) se define
como en (11), entonces para T > 2 se cumple

E[WH(T)] = eEWH(T —1)]+prae *Wr), (20)

Var(Wy(T)) = e+ (Var(Wy(T = 1)) + proa(1 = proa)(e Wy _1)?)

2

+(e” — DE[WHT), (21)
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donde

E[W;(1)] = poe “Woe", (22)

Var(Wy(1)) = pile Wo)?e™ (™" — 1) + po(1 — po) (e "W)™ 7(23)

Demostracion: Se verifican los resultados al hacer 6 = 0 y considerar apor-
tes e*W; en las expresiones de la Proposicion 2.4. O

Los resultados anteriores nos brindan una forma eficiente de calcular las
esperanzas y varianzas de riqueza terminal ajustada. Asimismo, en el caso
que la tasa p y la volatilidad o del GBM del valor cuota cambiaran mes a
mes, i.e., u; y 0; para 0 <7 < T — 1, los resultados de las Proposiciones 2.4 y
2.5 siguirian siendo vélidos, siempre y cuando se reemplacen p y o por pr_;
y or_1. En el caso de comisiones variables en el tiempo, i.e., §; y «; para
0 <1 <T—1, los resultados previos se pueden ajustar a esta nueva situacion
al reemplazar § y a por dr_1 v ap_1, respectivamente.

2.5. Ausencia de comisiones de administracion

Denotamos como W(T) al valor del fondo final del afiliado en asusencia
de comisiones pero bajo el proceso de interrupciéon Z, ie., d =00 a =0 en
las expresiones (10) y (11), respectivamente. Con lo cual se tiene

T—1
W(T) = Y ZWiT), (24)
=0
donde )
Wi(t) = Wielt=F)t=i+o(BO-B) i<t<T. (25)

Utilizando (12) y la Proposicién 2.2, la esperanza y varianza de W(T) se
pueden encontrar a través de

T—1
EW(T)] = Y pWie"™™, (26)
=0
T—1T-1
Var(W(T)) = S5 pipsWilerT =T (e (T-mixtiah) 1)

i=0 j=0
T—1

+ Z pi(1— pi)er(Q””Q)(T_i). (27)
=0
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Ademds, se pueden construir las relaciones recursivas para el cdlculo de
E[W(T)] y Var(W(T')) considerando las expresiones de la Proposicién 2.4
y fijando 6 = 0. Recordar que este enfoque es mas general pues permite tasas
de crecimiento, volatilidades y comisiones variables en el tiempo. De manera
similar, denotamos como W (T') al valor del fondo final del afiliado en ausen-
cia de comisiones e interrupciones, i.e., Z; = 1 para todo i en /W(T) El valor
esperado y la varianza de W (T') se pueden obtener al hacer p; = 1 para todo
i en (26) y (27), respectivamente.

2.6. Comparacion de comisiones por saldo y flujo

Un afiliado quiere determinar inicialmente la idoneidad de los esquemas
de cobro de comisiones a partir de las variables aleatorias W (1) y W, (T)
dadas por (10) y (11), respectivamente. Es importante notar que al introdu-
cir el costo de oportunidad de la comisién por flujo en Wf(T), las variables
aleatorias antes mencionadas se vuelven comparables en cierto sentido; sin
embargo, W (T') no representa riqueza terminal sino riqueza terminal ajusta-
da por un cierto costo de oportunidad. A partir de este hecho, se consideran
las siguientes variables aleatorias:

o~ o~

W(T) = W)+ (1— e *)W(T), (28)
Wi(T) = e*WH(T)=W(T). (29)

Notar que WS(T) en (28) es la suma del valor terminal del fondo bajo comi-

sion por saldo, /WS(T), mas los valores terminales de las comisiones ahorradas
con respecto a la comisién por flujo, (1 —e~*)W(T); éstas se han reinvertido
en la CIC del afiliado bajo el mecanismo de aportes voluntarios. Bajo este
esquema, W(T) representa la riqueza terminal del afiliado, bajo comisién
por saldo asumiendo que el ahorro producido por las comisiones por flujo
no desembolsadas se reinvierten en las mismas condiciones que los aportes
regulares por saldo'. Por otro lado, W;(T') representa la verdadera riqueza
terminal del afiliado bajo comisién por flujo y por ende es igual a /W(T) de-
finida en (24). Entonces, a partir de las definiciones (28) y (29), se estarian
comparando riquezas terminales bajo ambos tipos de comision.

Si se define
v=Ih(2-e*), (30)

1Por ejemplo, Moloche (2012) asume que las comisiones ahorradas de las comisiones por
flujo con respecto a la de saldo se depositan en una cuenta de ahorros con caracteristicas
distintas e independientes al fondo de pensiones.
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entonces a partir de (12) y la Proposicion 2.2, el valor esperado y la varianza
de W,(T) vienen dados por

EW(T)] = e"E[W,(T)], (31)
Var(W,(T)) = e*Var(W,(T)). (32)

Asimismo, como Wf(T ) = W\(T), el valor esperado y la varianza de Wf (T)
vienen dados por (26) y (27), respectivamente.

3. Aplicacion de la metodologia al Sistema
Privado de Pensiones del Peru

En esta seccion se presenta la aplicacién de la metodologia propuesta al
Sistema Privado de Pensiones del Peru (SPP). Esta aplicacion es relevante
debido a que el SPP esta atravesando un proceso importante de reforma des-
pués de 20 afos de ser creado'?. Parte de la reforma consiste en el cambio
de comision por flujo a saldo, razén por la cual el presente trabajo de inves-
tigacién analiza el efecto de ciertas variables en la comparaciéon de dichas de
comisiones.

3.1. Parametros del modelo

Para las aplicaciones numéricas, se han considerado una edad de jubila-
cién de 65 anos, la estructura actual de comisiones por flujo del SPP, la tasa
de crecimiento real de los salarios, y tres escenarios (procesos) para el valor
cuota, V', del fondo; esos escenarios son: conservador, moderado y agresivo,
los cuales corresponden a los fondos de riesgo bajo, medio y alto del SPP,
respectivamente.

3.1.1. Calibracion del GBM del valor cuota

En el SPP, a través de la Ley No.27988 (publicada en Junio de 2003 y
que entrod en vigencia en Octubre de 2005), se aumentaron a tres los tipos de
fondos que las AFP pueden ofrecer a sus afiliados, con el fin de administrar

12La Ley No0.29903 contiene los principales aspectos de la reforma. Uno de ellos es que los
afiliados migraran a una comisién mixta, la cual tiene un componente por flujo transitorio
decreciente de 10 afos, y a partir del décimo ano el cargo sera inicamente por saldo. La
reforma también incluye el mecanismos de subasta de las nuevas cuentas individuales de
capitalizacién, y normas para incorporar a trabajadores independientes.
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sus aportes obligatorios. Dichos fondos son: Tipo 1 (conservador y destinado
a la preservacion de capital), Tipo 2 (moderado y equivalente al fondo tinico
previo a la introduccién de los multifondos) y Tipo 3 (agresivo y que tiene
como finalidad buscar un rendimiento a largo plazo por encima del promedio).

Para implementar la metodologia descrita en el presente articulo, es ne-
cesario calcular los pardmetros j1 y o del proceso estocastico del valor cuota
del fondo descrito por la EDE (1). Tal como se mencioné anteriormente, se
propone trabajar con tres escenarios para el GBM del valor cuota, donde
cada escenario corresponde a alguno de los tres fondos existentes en el SPP.
Es importante mencionar que un afiliado del SPP puede cambiar de fondo,
siempre y cuando después de los 60 anos de edad se mantenga en el fondo Ti-
po 1, y este ultimo hecho haya sido incorporado en las aplicaciones numéricas.

En Moloche (2012) se utilizan rendimientos histéricos de los multifondos
del SPP para calibrar los portafolios miméticos segin los activos considerados
en su investigacion. A su vez, en el presente trabajo se emplean rendimientos
logaritmicos histéricos corregidos por inflaciéon para estimar las volatilida-
des de los respectivos GBMs'?. Para el escenario moderado (fondo Tipo 2),
la volatilidad mensual de los rendimientos del valor cuota bajo un GBM es
oy = 2,643 %, mientras que, para los escenarios agresivo (fondo Tipo 3)
y conservador (fondo Tipo 1), las volatilidades mensuales calibradas fueron
oa = 4,3714% v oc = 0,943 %, respectivamente. Debido a la corta historia
de los rendimientos de los fondos del SPP, es de esperar que los “drifts”
calibrados tengan un alto error de estimacion. Por este motivo, y siguien-
do las justificaciones del Anexo Técnico No. 2 de SBS (2013), se asume un
rendimiento anual real para el escenario moderado igual a 5.0 % anual (el ren-
dimiento histérico real del fondo Tipo 2 es aproximadamente 6.0 % anual).
Por teorfa del GBM, se verifica que py = rar + 0,503, donde )y es el rendi-
miento esperado mensual en tiempo continuo del fondo Tipo 2. Después de
las transformaciones adecuadas, se obtiene py; = 0,004415. Para el caso de
los escenarios agresivo y conservador consideramos que el “market price of
risk” es constante en todos los escenarios, i.e., % =k parat = M, A,C,
donde r es la tasa de interés mensual libre de riesgo ajustada por inflacion

BLas series de rendimientos histéricos del valor cuota utilizadas corresponden a AFP
Integra debido a que constituye un “benchmark” adecuado para el SPP; ademas, fue la
tnica AFP que se mantuvo (o no se fusioné) desde el inicio de las observaciones histéricas
disponibles. Los valores cuota diarios de los fondos Tipo 1 y Tipo 3 considerados para la
calibracién corresponden al periodo comprendido del 9/12/2005 al 30/04/2014. En el caso
del fondo Tipo 2, se consideran observaciones del valor cuota del 02/01/2001 al 30/04/2014.
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y expresada en tiempo continuo'*. Como r = 0,03655% y k = 0,1532, en-
tonces es posible estimar tanto 4 como pe. Después de realizar los calculos
respectivos, se tiene s = 0,007069 v e = 0,001811, los cuales corresponden
a rendimientos reales aproximados de 7.3 % (fondo Tipo 3) y 2.2% (fondo
Tipo 1) anual.

3.1.2. Comision por flujo

Se ha fijado un nivel de comisién por flujo (expresado como porcentaje
del salario del afiliado): f,., = 1,58 %; éste corresponde al cargo promedio
por flujo del SPP al 16 de Mayo de 2014. Como los trabajadores dependientes
en el Pert estdn sujetos a una contribucién obligatoria de 10 % del salario y
foro se aplica sobre este iltimo, tenemos oy, = —In(1 — 10f,,,), con lo cual
Qpro = 0,172.

3.1.3. Crecimiento real de los salarios

Esta parte se basa enteramente en SBS (2013). Estudios empiricos y tedri-
cos en economia laboral indican que la tasa de crecimiento del salario real es
explicada en su mayoria por el nivel de productividad del trabajador (Min-
cer (1974) y Ashenfelter (2012)); ademds, que las ganancias en productividad
estan asociadas con el nivel de educacion y la experiencia laboral. Para la
economia peruana, Castro y Yamada (2010) muestran evidencia empirica de
diferencias salariales explicadas por género y edad.

La tasa de crecimiento del salario real a lo largo de la curva de salario
de los afiliados al SPP se determiné utilizando los correspondientes salarios
implicitos (contribuciones sobre tasa de contribucién obligatoria) entre Junio
de 2010 y Setiembre de 2012 (10 trimestres). Los afiliados fueron clasificados
en base a su género y nivel educativo: universitario y no universitario; se
calculé el correspondiente salario promedio por rango de edad a soles de
Setiembre de 2012. La Tabla 1 muestra los porcentajes de crecimiento real
como funcién de las diferentes combinaciones género/educacién y un rango
de edad de 5 anos.

1E] pardmetro r se estima a través de los rendimientos de los bonos VAC Soberanos
a 90 dias, debido a la ausencia de observaciones de 30 dias. La serie de datos consta de
observaciones diarias de la tasa a 90 dias del periodo 20/12/2005 al 16/05/2014.

56



Tabla 1: Porcentaje anual de crecimiento real de los salarios del SPP

Mujer Hombre
Edad Sin universidad Universidad Sin universidad Universidad
18 - 22 2.33% 3.26 % 2.03% 3.90 %
23 - 27 1.44% 2.05% 1.12% 3.06 %
28 - 32 0.71% 1.26 % 0.51% 2.35%
33 - 37 0.56 % 0.98% 0.30% 1.89%
38 - 42 0.46 % 1.10% 0.23% 1.66 %
43 - 47 0.35% 1.46 % 0.21% 1.66 %
48 - 52 0.22% 1.22% 0.17% 1.48 %
53 - 57 0.09% 0.71% 0.11% 1.16 %
58 - 64 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%

Fuente: Base de datos trimestral del SPP Junio 2010-Setiembre 2012
Elaboracién: El autor en base SBS (2013)

El impacto de la productividad en el crecimiento del salario real se es-
tim¢6 utilizando la Encuesta Permanente de Empleo (EPE) entre los afios
2003 y 2012. La variacién anual de los salarios reales fue determinada para
las mismas combinaciones de género/educacién. Los valores para mujeres y
hombres sin educacién superior fueron 2.73 % y 3.52 % por ano, respectiva-
mente. Por otro lado, las variaciones fueron 1.69 % y 0.63 % por afio para
mujeres y hombres con educacién superior, respectivamente. Es importan-
te considerar que la tasa de crecimiento por ganancia de productividad no
deberia ser constante en el tiempo. Con ello, los cambios porcentuales pre-
sentados son considerados para los primeros 10 anos; después de 20, anos se
asume que las ganancias en productividad convergen a 1.00 % (valor de largo
plazo); finalmente, para los anos del 11 al 20, se considera el promedio entre
las ganancias actuales de productividad y las correspondientes de largo plazo.
La Tabla 2 resume la informacién del crecimiento del salario real debido al
incremento en la productividad.

Tabla 2: Incrementos porcentuales anuales en salarios reales debido a ganancia en pro-
ductividad para diferentes combinaciones de género/educacion. Se incluye abreviacién de
dichos perfiles.

Periodo
Género / Educacién Abreviacién 1-10 afios  11-20 anos 21 a més
Mujer / Sin universidad M/SU 2.73% 1.87% 1.00 %
Mujer / Universidad M/U 1.69 % 1.35% 1.00 %
Hombre / Sin universidad H/SU 3.52% 2.26 % 1.00 %
Hombre / Universidad H/U 0.63 % 0.82% 1.00%

Fuente: Encuesta Permanente de Empleo 2003-2012 (sélo primera columna)

La tasa de crecimiento del salario real (anualizada) es la suma del creci-
miento correspondiente a lo largo de la curva de salario mas el componente
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de ganancia por incremento de productividad. Por ejemplo, una mujer de 23
anos, con estudios universitarios, tendra un crecimiento real del salario igual
a 3.74 % por ano (2.05 % de la curva de salario més 1.69 % por productividad)
hasta que llegue a los 27 anos. De los 28 a los 32 anos de edad, la tasa de
crecimiento real serd de 2.95 % (1.26 % de la curva de salario mas 1.69 % por
productividad). Adicionalmente, de los 33 a los 37 anos la tasa de crecimiento
serd de 2.33 % (0.98 % de la curva de salario mas 1.35 % por productividad).
Es preciso notar que el cambio de la ganancia por productividad, después de
10 anos, va de 1.69 % a 1.35%. Se puede continuar de la misma forma hasta
que se determinan las tasas de crecimiento durante toda la fase de acumula-
cion. Finalmente, las tasas de crecimiento anuales son transformadas a tasas
mensuales, 7, con lo cual la sucesiéon mensual de contribuciones Wy sera tal
que Wiy1 = (1 + 7,)W; para i > 0y Wy > 0 arbitrario.

3.1.4. Interrupcion de aportes

A pesar que sus supuestos de independencia son fuertes, el proceso de
interrupcion Z es suficientemente flexible debido a que la secuencia de proba-
bilidades p; puede reflejar diferentes perfiles de contribucién y circunstancias
de los afiliados. La Tabla 3 muestra la densidad de cotizacién para diferen-
tes edades de los afiliados. La secuencia de probabilidades de contribucion
Pr=Api | pi €[0,1], 0 <i<T —1} de la Seccién 2.3 se ha derivado de la
tabla antes mencionada. Por ejemplo, si un afiliado empieza a aportar cuando
cumple 31 anos de edad, entonces T' = 31 x 12 = 372 meses, entonces para
1 =0,...,59 hacemos p; = 0,46, luego para i = 60, ..., 119 hacemos p; = 0,451
y asi sucesivamente.

Tabla 3: Densidad de cotizacién por grupo de edad.

Grupo de edad Densidad de cotizacién (%)

<21 44.6

21 -25 46.8
26 - 30 46.0
31-35 46.0
36 - 40 451
41 - 45 46.0
46 - 50 48.0
51 - 55 48.2
56 - 60 47.5
61 - 65 40.0
Promedio 45.8

Fuente: Elaboracién propia, en base a SBS (2013).
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3.2. Valor esperado de riqueza terminal

En esta seccién, analizaremos el efecto de las contribuciones, comisiones

y rentabilidad en el valor esperado de la riqueza terminal de la CIC de un
afiliado del Sistema Privado de Pensiones del Peru (SPP).

3.2.1. Ratios de analisis

Para el andlisis respectivo, es necesario definir las siguientes esperanzas:

T—1 T—1
EWA(T)] = Y EZW]=> pW, (33)
=0 =0
L T-1 T-1
EW.(T)] = Y EZWier" ] =Y pWier"™, (34)
=0 =0

donde 7 es la tasa de interés real mensual libre de riesgo expresada en tiem-
po continuo determinada en la Seccién 3.1.1. La esperanza E[W,(T')] en (33)
representa la suma de las contribuciones esperadas del afiliado durante la
fase de acumulacién de la CIC. Asimismo, la esperanza E[W,(T)] en (34)
representa la riqueza esperada terminal en la CIC del afiliado en ausencia de
comisiones, y considerando un rendimiento mensual real libre de riesgo igual

ar.

Se introducen los siguientes ratios para evaluar el efecto de la rentabilidad

del fondo y las comisiones de administracion en la riqueza esperada terminal
de la CIC del afiliado:

gy = EVA(T)) )
E[W(T)]

QLR = wv (36)
E[W(T)]

‘908 - w? (37>
E[W(T)]

90F - wa (38)
E[W(T)]

donde E[W(T)], E[W,(T)] y E[W(T)] vienen dados por (26), (12) y (13),
respectivamente. El ratio 6, en (35) denota la fraccién de riqueza terminal
explicada tinicamente por la suma de las contribuciones del afiliado; recordar
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que E[W(T')] es el valor esperado de riqueza terminal en ausencia de comi-
siones. De manera similar, el ratio 6.5 en (36) representa la fraccién de la
riqueza terminal (en ausencia de comisiones), que se explicaria si las contri-
buciones se hubieran capitalizado a una tasa de interés libre de riesgo r. El
ratio Ocg en (37) divide la riqueza terminal esperada en la CIC bajo comisién
por saldo y la riqueza terminal esperada sin comisiones. Es decir que 1 — 0
representaria la fraccion de riqueza terminal perdida debido a la comision
por saldo. El ratio 0. en (38) es la fraccién de riqueza terminal “ajustada”
en la CIC bajo comision por flujo con respecto a la riqueza terminal sin co-
misiones. Con lo cual, 1 — 0, representaria la fraccién de riqueza terminal
perdida al considerar el costo de oportunidad de la comisiéon por flujo. Es
importante notar que, bajo una comision por flujo constante, «, se verifica
que O = e~ “. Si para algin escenario se tiene 6.y = 0., entonces el valor
de las comisiones totales por saldo igualaria al costo de oportunidad total de
las comisiones por flujo.

Si bien los ratios 0.5 v Ocr nos permiten comparar las comisiones por flujo y
saldo, también tenemos que
E[W;(T)]

0, = ——— 2 39
EW(T)] )

donde E[W,(T')] definido en (31) representa riqueza terminal del afiliado bajo
comision por saldo si las comisiones por flujo “ahorradas” se reinvierten en
la CIC (ver Seccién 2.6 para mayor detalle). Asimismo, E[W (T')] representa
la riqueza terminal esperada bajo comisiéon por flujo. Con lo cual, si 6, >
1, la comisiéon por saldo seria preferible para el afiliado, y si 6, < 1, la
comision por flujo seria preferible. Notar que bajo esta forma de comparacion
se estd asumiendo indiferencia al riesgo por parte del afiliado. Finalmente, se
presenta el siguiente ratio:

E[W (T)]
E[W(T)]’

donde E[W (T')] representa la riqueza terminal esperada sin interrupciones ni
comisiones. El ratio 6y, nos brinda informacion sobre la fraccion en la cual se
reduce el fondo final (sin comisiones) al existir interrupciones en la secuencia
de aportes.

Ory = (40)

3.2.2. Resultados numeéricos

La Tabla 4 muestra resultados para los ratios (en porcentaje) de la Sec-
cion 3.2.1, al considerar los escenarios moderado, agresivo y conservador,
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explicados en la Seccién 3.1.1. Se asume un nivel de comisiéon por saldo igual
a d = 1,00 % anual y un nivel de comisién por flujo igual a o = 0,172 (corres-
ponde al promedio SPP y se explica en detalle en la Seccién 3.1.2). Asimismo,
se reportan resultados para diferentes valores de T" en anos, donde esta varia-
ble representa la duracién de la fase de acumulacién. Se ha asumido también
un perfil de contribuciones M /SU debido a que los otros perfiles de la Ta-
bla 2 generan resultados similares. La densidad de cotizacién se determina
a partir de la Tabla 3, y se considera ademas que, a partir de los 60 anos,
el afiliado pasa por defecto al fondo conservador hasta su jubilacién, la cual
ocurre cuando cumple 65 anos. Las Tablas 5 y 6 muestran los mismos resul-
tados de la Tabla 4, pero bajo comisiones por saldo iguales a 0,5% y 1,5%
anual, respectivamente.

Por ejemplo, si en la Tabla 4 fijamos T' = 45 afios (corresponde a un afi-
liado que empieza a cotizar a los 20 anos de edad) y un escenario moderado
de rentabilidad, entonces tenemos 0,, = 33% y O.r = 36 %. En el caso de
0 p, si no hubieran comisiones de administracion, el 33 % de la riqueza termi-
nal corresponderia a la suma de los aportes realizados, y el 67 % restante, a
las ganancias generadas por la rentabilidad de dichos aportes. En el caso de
Orr, si consideramos una rentabilidad igual a la tasa libre de riesgo, la rique-
za terminal sélo seria 36 % de la que se hubiera obtenido bajo un escenario
de rentabilidad moderada. Para el mismo afiliado tenemos 6.5 = 76,4 %, lo
cual implica que una comisién por saldo de 1.0 % anual causaria una reduc-
cién de riqueza terminal esperada del orden del 23.6 %. Cuando la rentabili-
dad es de 7.3 % real anual (escenario agresivo), la reduccién seria de 26.7 %
(Ocs = 73,3% cuando T' = 45), y considerando una rentabilidad de 2.2 %
real anual (escenario moderado), la reduccién debido a la comisién por saldo
serfa 19.9% (0.5 = 80,1 % cuando T' = 45).

Como a = 0,172, se tiene que O = ¢ = 84,2 %; entonces el costo de
oportunidad de las comisiones por flujo seria 15.8 % de la riqueza terminal en
ausencia de comisiones, y este resultado es comun para todas las Tablas 4, 5y
6. Para ilustrar los resultados de la comparacion de comisiones nos seguiremos
refiriendo a la Tabla 4. Notar que 0.5y = 0. para T’ =~ 30 anos bajo el escenario
moderado. Lo anterior implica que la pérdida total por una comisién por saldo
de 1.00 % iguala al costo de oportunidad de la comisién por flujo, cuando el
afiliado empieza aportar a los 35 anos y se decide por el fondo de riesgo medio.
Notar ademéas que #, = 1 cuando 7" =~ 26 anos, lo cual implica que si un
afiliado, a partir de los 39 anos, invierte sus aportes mas los aportes ahorrados
con respecto a la comision por flujo en el fondo moderado bajo comision
por saldo, entonces ambos esquemas generarian la misma riqueza esperada
al momento de su jubilaciéon. En los escenarios agresivo y conservador se
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Efecto de la rentabilidad, volatilidad, densidad de cotizacion y tipos de comisiones en la riqueza terminal 1 1
de una cuenta individual de capitalizacion

obtiene 0, = 1 cuando T' =~ 24 y T' ~ 30 anos, respectivamente. Entonces,
mayores rentabilidades favorecen a la comision por flujo con respecto a su par
por saldo, debido a que se necesitan fases de acumulacién mas cortas para
alcanzar la indiferencia. Las Figuras 1, 2, 3 muestran los ratios 0,p, Ox v
0 para los escenarios moderado, agresivo y conservador cuando 6 = 1,00 %
anual, i.e., las figuras muestran parcialmente la informacién de la Tabla 4.
En tales figuras se puede apreciar el comportamiento de los ratios en funcién
de T', y se observa claramente cémo las ganancias de capital se vuelven mas
relevantes y la suma de aportes menos relevante a medida que aumentan
tanto la fase de acumulacion como la rentabilidad. Observamos ademés que
las pérdidas por comision por saldo, 1 — 0.4, son similares entre si, mientras
que 1 — 6, y 0o — 0, difieren significativamente de escenario a escenario.

Ratios (Escenario Moderado)
100, T T T

® %MM ; l
s T
" s

S i
s e,
© \E‘\S\ﬂ\‘g\K
< 501 —
o
©
8 1 ' \Q\e\s\e\ i
o \S\S\E
a e
30
—— 6
201 cs
=— O
10 0
© AP
1

o I I i |
5 10 15 20 30 35 40 45

25
Horizonte de aportacion (afios)

Figura 1: Ratios Oxp, Opr ¥ Ocs (definidos en la Seccién 3.2.1) en porcentaje (%) para
diferentes horizontes de aportacién en anos (7') y bajo un escenario moderado (rentabilidad
ry = 5,00 % real anual). Se han considerado el perfil de aportes M/SU de la Tabla 15, la
densidad de cotizacién de la Tabla 16, y § = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracién propia
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Ratios (Escenario Agresivo)
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Figura 2: Ratios 0sp, Orr v Ocs (definidos en la Seccién 3.2.1) en porcentaje (%) para
diferentes horizontes de aportacién en anos (7') y bajo un escenario agresivo (rentabilidad
ra = 7,30 % real anual). Se han considerado el perfil de aportes M/SU de la Tabla 15, la
densidad de cotizacién de la Tabla 16, y 6 = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracién propia

Ratios (Escenario Conservador)
T T

100,

x
< eoF
2
S 50l o
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Figura 3: Ratios Oap, O1r ¥ Ocs (definidos en la Seccién 3.2.1) en porcentaje (%) para
diferentes horizontes de aportacién en afios (T') y bajo un escenario conservador (rentabi-
lidad r¢ = 2,20 % real anual). Se han considerado el perfil de aportes M/SU de la Tabla
15, la densidad de cotizacién de la Tabla 16, y § = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracién propia

A partir de las Tablas 5 y 6, podemos analizar el comportamiento de los
ratios de la Seccién 3.2.1 cuando 0 = 0,5 % y § = 1,5 % anual, respectivamen-
te. Vemos que si 6 = 0,5 % y T = 45 anos, entonces las pérdidas por el cargo
por saldo son 12.7 %, 14.5% y 10.4 % del fondo para los escenarios modera-
do, agresivo y conservador, respectivamente. Para el mismo horizonte, pero
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cuando 0 = 1,5 %, las fracciones del fondo “consumidas” por la comisién por
saldo serfan 32.7%, 36.9% y 27.9%, en los escenarios moderado, agresivo
y conservador respectivamente. La Tabla 7, a manera de resumen, contiene
los valores de 1 — 04, i.e., la pérdida porcentual de riqueza terminal espe-
rada debido a comisién por saldo, para los perfiles de aporte de la Tabla 2
(incluyendo ademaés el caso de aportes reales iguales), y los escenarios de ren-
tabilidad real del fondo, pero considerando una comisién por saldo de 1.00 %
anual. Las Tablas 8 y 9 contienen la misma informacién para § = 0,5% vy
0 = 1,5 % anual, respectivamente. A partir de la informacién contenida en las
tablas, notamos que los diferentes perfiles (sin F) producen practicamente
los mismos resultado; pero el perfil ¥ produce pérdidas adicionales, las cua-
les se reducen a medida que disminuye el tamano de la fase de acumulacién.
Finalmente, si consideramos el caso de aportes ininterrumpidos, i.e., p; = 1
para todo 7, los valores de los ratios son practicamente los mismos, con la
excepcion de Oy, que seria igual a uno. Esto quiere decir que una densidad
de cotizacion generada por la Tabla 3 no produce diferencias significativas
en los ratios de riqueza terminal esperada.

3.3. Varianza de riqueza terminal

En esta seccion, se analiza el efecto de la rentabilidad, la densidad de coti-
zacion y las comisiones de administracion en la varianza de riqueza terminal

de la CIC de afiliado.

3.3.1. Ratios de analisis

Para lograr el objetivo de esta seccion, se introducen los siguientes ratios:

Ecs - Var(/m/zs<T))> <41)
Var(W(T))

5 Var(ﬁ/:s(T)), (42)
Var(W(T))
~ Var(W(T))

Pt = Var(W(T))’ (43)

o~ —~ —~

donde Var(W,(T')), Var(W(T')) y Var(W,(T')) se definieron en (14), (27)
y (32), respectivamente. Asimismo, recordar que W (7T') es la riqueza terminal
sin comisiones ni interrupciones. El ratio ¢ en (41) representa la varianza
de la riqueza terminal bajo comision por saldo dividida por la varianza de
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11

riqueza terminal asumiendo comision por flujo. De manera similar, el ratio
>, contrasta las varianzas de riqueza terminal bajo ambos tipos de comisién;
pero, en el caso de comision por saldo, se reinvierten ademas las comisiones
ahorradas respecto a flujo (para mas detalle ver Seccion 2.6). El ratio ¥y, en
(43) analiza el efecto de la densidad de cotizacién en la varianza de la riqueza

terminal.

Se puede utilizar el ratio del valor en exceso del fondo esperado final
corregido por riesgo como forma de comparar los esquemas de comisién por
saldo y flujo. Dichos ratios se inspiran en Sharpe (1966) y vienen dados por

—~ —

Var(W(T)) Var(W(T))

Los numeradores de los ratios en (44) representan el valor final esperado del
fondo bajo cada esquema de comisién, menos la suma de todos los aportes
esperados realizados considerando una capitalizacion a tasa libre de riesgo.
Recordar que a esta dltima suma se le denomina E[WW,(T)] y fue definida en
(34). Con ello, si Sy > Sy, entonces la comisién por saldo seria preferible,
caso contrario la comisiéon por flujo seria preferible. Notar que si utilizamos
W,(T) definida en (28), y actualizamos la acumulacién libre de riesgo por
la reinversién de comisiones por flujo (ver Seccién 2.6), el ratio de riqueza
terminal esperada en exceso sobre desviacion estandar generada por WS(T)

seria igual a S;.

Si se asume (razonablemente) que p — d > r, entonces Sy > 0y Sy > 0 para

cualquier escenario, con lo cual el ratio

s

Rsz = Sf>

estaria bien definido y la comisién por saldo seria preferible sobre flujo si y
solo si RSsy > 1. Es dificil analizar el comportamiento de RS;¢ como una
funcion de T o de alguno de los otros parametros pues, por lo general, no ex-
hibe monotonicidad con respecto a ellos. Sin embargo, es posible determinar
el limite de RS,y cuando la fase de acumulacién tiende a infinito y se tienen

aportes reales iguales.

Proposicién 3.1 (Valor de largo plazo de RSs¢). En el proceso de interrup-
cion Z se asume p; = 1 para todo i, y ademds la secuencia de aportes Wr
es tal que W; = Wy > 0 para todo i. Si p— 6 > r y hacemos a RSs¢ en (45)
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una funcion de T, entonces

Ifm RS, /(T) =

T—o0 el—0 _ 1

et —1 (e,u*5+02 o 1)(62(’“,5)4“72 . 1)(6’““72 N 1)
(ento® — 1)(e2nto® — 1)(er—oto® + 1) =
(46)

Demostracion: Ver Apéndice E. O

La Proposicion 3.1 nos brinda una forma explicita para calcular el ratio RS4¢
cuando T" — oo. Ademads, nos dice que para un horizonte de aportaciones
muy largo se cumple que S5 > S, con lo cual en el largo plazo la comisién por
saldo seria preferible a la de flujo. Es importante mencionar que, en general,
no se puede garantizar que RSs; sea un funcién estrictamente creciente en
T, ni siquiera en el caso de aportes reales iguales.

3.3.2. Resultados numéricos

La Tabla 10 muestra los resultados de los ratios (en porcentaje) de la
Seccién 3.3.1 para los escenarios moderado, agresivo y conservador, explica-
dos en la Secciéon 3.1.1. Se asumen un nivel de comision por saldo igual a
d = 1,00 % anual y un nivel de comisién por flujo igual a o = 0,172 (corres-
ponde al promedio SPP y se explica en detalle en la Seccién 3.1.2). Asimismo,
se reportan resultados para diferentes valores de T" en anos, donde esta varia-
ble representa la duracion de la fase de acumulacién. Se ha asumido también
un perfil de contribuciones M/SU, debido a que los otros perfiles de la Ta-
bla 2 generan resultados similares. La densidad de cotizacién se determina a
partir de la Tabla 3, y se considera ademas que, a partir de los 60 anos, el
afiliado pasa por defecto al fondo conservador hasta su jubilacion, que ocure
al cumplir los 65 anos. Las Tablas 11 y 12 muestran los mismos resultados
de la Tabla 10 pero bajo comisiones por saldo iguales a 0,5% y 1,5 % anual,
respectivamente. Ademads, la Tabla 13 considera los mismos escenarios que
los de la Tabla 10 pero bajo una densidad de cotizacién de 100 %, es decir
sin interrupciones en las contribuciones.

Por ejemplo, si en la Tabla 10 fijamos 7" = 45 afios (corresponderia a un
afiliado que empieza a aportar al SPP a los 20 afios de edad) y un escenario
moderado de rentabilidad, entonces tenemos Yo = 72,5% v X, = 83,9 %.
En el caso de X, la varianza de riqueza terminal por saldo se reduce en
27.5% con respecto a la varianza de riqueza terminal sin comisiones, y este
hecho se debe a la presencia de la comisiéon por saldo. En el caso de X, si
consideramos la reinversion de las comisiones ahorradas por flujo, el fondo
final bajo comisién por saldo tendria una varianza que seria igual a 83.9 %
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Efecto de la rentabilidad, volatilidad, densidad de cotizacion y tipos de comisiones en la riqueza terminal
de una cuenta individual de capitalizacion

Anal ft}ll
11

de la varianza de riqueza terminal generada por la comisiéon por flujo. Para
el mismo afiliado, tenemos Xy, = 46,6 %, el cual corresponde al efecto de
la densidad de cotizacién de la Tabla 3 en la varianza de riqueza terminal
(recordar que en este ratio no se consideran comisiones). Ademads, los valores
correspondientes de S;, Sy y g—f son 140.1 %, 160.6 % y 0.87, respectivamente;
con lo cual, para este escenario la comision por flujo seria preferible.

La Figura 4 muestra informacion de los ratios g, 2, v 2n para el esce-
nario moderado de la Tabla 10, y se observa que todos ellos son decrecientes
en T, Yeg < X, v 2, = 1 cuando T = 21 anos. La Figura 5 muestra los
valores de Sy contenidos también en la Tabla 10, y notamos que para los
escenarios conservador y agresivo Sy es una funcién creciente en 7T'; sin em-
bargo, lo anterior no se puede afirmar para el escenario agresivo, pues S es
creciente hasta T' &~ 25 anos y de alli decrece. Esto implica que, a partir de
cierto horizonte de aportacion, no seria adecuado permanecer inicamente en
el fondo de riesgo alto del SPP.

La Figura 6 muestra el cociente Ss/Sy para los escenarios de la Tabla 10.
Vemos que la comisién por saldo mejora (en forma relativa con respecto a
flujo) con T', pero sin llegar a pasar el umbral de uno, i.e., la comisién por flujo
siempre seria preferible si utilizamos los ratios en (44) para la comparacion.
Sin embargo, es importante recordar que si T" — oo, entonces Sy tenderia a
ser mayor que Sy como lo indica la Proposicién 3.1.

Ratios de varianza (Escenario Moderado)
160

T T T T
- ZIcg
140/ - I
—e— ENI
— 120}~
S
(0]
o \S\E\E\e\k
E 100 g
8 )\N\E\-ﬁ\s‘\g‘_ﬁ_
DCE o e
80
60|~
o
1 |
1

40
5

I 1
0 15 20 25 30 35 40 45
Horizonte de aportacion (afios)

Figura 4: Ratios Ycs, X, vy Xn1 (definidos en la Seccién 3.3.1) en porcentaje (%) para
diferentes horizontes de aportacion en anios (") y bajo un escenario moderado (rentabilidad
ra = 5,00 % real anual). Se han considerado el perfil de aportes M/SU de la Tabla 15, la
densidad de cotizacién de la Tabla 16, y 6 = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracién propia
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Ratios S_ (8=1.00%)
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Figura 5: Ratio S, (definido en la Seccién 3.3.1) en porcentaje (%) para diferentes
horizontes de aportacién en anos (7') y bajo tres escenarios de rentabilidad: moderado
(rp = 5,00% real anual), agresivo (r4 = 7,30 % real anual) y conservador (r¢ = 2,20 %
real anual). Se han considerado el perfil de aportes M/SU de la Tabla 15, la densidad de
cotizacién de la Tabla 16, y § = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracién propia
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Figura 6: Ratio S;/Sf (con S y Sy definidos en la Seccién 3.3.1) en porcentaje ( %) para
diferentes horizontes de aportacién en anos (T') y bajo tres escenarios de rentabilidad:
moderado (rp; = 5,00% real anual), agresivo (ra = 7,30% real anual) y conservador
(re = 2,20 % real anual). Se han considerado el perfil de aportes M/SU de la Tabla 15,
la densidad de cotizacién de la Tabla 16, y 6 = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracion propia

A partir de las Tablas 11 y 12, podemos analizar los ratios bajo niveles
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de comisién por saldo de 0.50 % y 1.50 %, respectivamente. Los ratios Ycg y
Y, disminuyen al aumentar 9, pues la varianza de riqueza terminal es por
lo general una funcion decreciente en §. Asimismo, Sy mejora al disminuir el
nivel de la comisién por saldo, pues todos los ratios g—; son mayores cuando
0 = 0,50% que en el caso que considera § = 1,50 %. El efecto de ¢ en g—; es
mayor para 1" pequenos y el escenario conservador. Se puede observar que
para todos los escenarios considerados en el estudio, Sy < Sy, con lo cual la
comision por flujo seria preferible si se utiliza esta forma de comparacion.
Finalmente, la Tabla 13 muestra los mismos escenarios de la Tabla 10, pero
sin contar interrupciones. Se puede observar, a partir de la Tabla 13, que los
valores de los ratios Ycg, X, Xy (este ultimo toma siempre valor 100 %),
Ss y Sy cambian con respecto a los valores correspondientes en la Tabla 10;
pero el ratio g—; se mantiene practicamente idéntico, lo cual implica que la
densidad de cotizacion no tendria mayor impacto en la comparacion relativa
de comisiones.

4. Conclusiones

En el presente articulo se ha desarrollado una metodologia en tiempo
discreto que permite determinar el efecto de la rentabilidad del fondo y su
volatilidad, la densidad de cotizacion y las comisiones de administracién en
la riqueza esperada terminal de una CIC. Asimismo, se desarrollan criterios
para comparar comisiones por flujo y saldo, uno de los cuales es el ratio de
riqueza esperada en exceso sobre la desviacion estandar de riqueza terminal
(denominado como S e inspirado en Sharpe (1966)). A partir del desarrollo
tedrico realizado y de su aplicacion practica al Sistema Privado de Pensio-
nes del Perti (SPP), se puede afirmar que una comparacién de comisiones
utilizando solamente valores esperados de fondos finales resulta incompleta
e imprecisa, ya que cuando dicha comparacion se corrige por riesgo, las con-
clusiones tienden a cambiar, y de manera importante en algunos casos.

En términos de resultados numéricos, para el SPP se puede afirmar que
la comision por flujo resulta mas atractiva que la comision por saldo al com-
pararlas a través del ratio S. Es decir, que para distintos escenarios de ren-
tabilidad, tiempo de aportacion y niveles de comisiones por saldo, el ratio
correspondiente a la comisién por flujo es superior al obtenido bajo comi-
sion por saldo. Sin embargo, a medida que la edad del afiliado disminuye o
la rentabilidad del fondo aumenta, la comisién por saldo tiende a mejorar.
Ademas, en el articulo se presenta un resultado tedérico importante en el que
se demuestra que bajo ciertos supuestos (aportes reales, tasas de crecimiento
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y comisiones constantes), el ratio S de la comisién por saldo es mayor que
el de flujo, pero esto ocurre para un horizonte infinito de aportaciones. Cabe
mencionar que la comparacion de comisiones incorporando aversion al riesgo
del afiliado y comisiones de equivalencia entre flujo y saldo se analiza y es-
tudia en detalle en Chavez-Bedoya (2015b).

Es posible hacer muchos refinamientos a la metodologia y a los métodos
de comparacion, los cuales pueden generar nuevas investigaciones. Por ejem-
plo, podrian considerarse comisiones variables por saldo segin la evolucién
de las comisiones equivalentes desde la perspectiva de la AFP, y procesos
estocasticos mas sofisticados para el valor cuota y las variables econdmicas
relevantes. Asimismo, serfa interesante contrastar los esquemas utilizando
politicas éptimas que permitan cambiar el nivel de riesgo y rendimiento del
fondo de acuerdo a la edad del afiliado y tamano del fondo, en un contex-
to de optimizacion estocastica en tiempo discreto. En esta linea, también se
podria extender Moloche (2012) para diferentes edades y tasas de reinversion
de las comisiones ahorradas por flujo. Mas auin, es posible trabajar bajo el
supuesto de complecién del mercado, y brindar expresiones para determinar
comisiones de indiferencia utilizando valuacién en ausencia de oportunidades
de arbitraje.
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Efecto de la rentabilidad, volatilidad, densidad de cotizacion y tipos de comisiones en la riqueza terminal
de una cuenta individual de capitalizacion

ANEXO

A. Demostracién de la Proposicion 2.1

Para el cdlculo de Var(W,(T')), es necesario calcular la varianza de W(T)
y la covarianza entre WY (T) y W7(T). Como W(T) tiene una distribucién

log-normal
Var(Wi(T)) = W2e2h=9(T=0) (602@—") - 1) . (47)
Asimismo, se quiere verificar que para j > iy W; >0
. . Wi s
Cov(W(T), W(T)) = Owir),wi(r) = Var(W] (T))Wje(“ D=, (48)

donde el GBM W se define en (2).

A partir de las propiedades de W, se tiene

-2 . . , »
Oscryi iy = Wil el 0= T=HT=D) oy (¢7(BII=B@) r(BN=BG)) - (49)
W W0 T—HT=0) Gy (2 BIO-BUH+BG)-B@) (o (BT)-B0))

Y

(50)
:mwjem—s—é)mw—j@ [e7(BU)=B)] yar (e7(BI-BG))
(51)
W, W, =05 ) (T —iT=3) 5 (=) oo (T—3) (ea2<T—j> _ 1) (52)
. . W, o
TV 2210 (T ) <€02(T—J) _ 1) Wje(u—axa—z) (53)
:Var<Wg(T))me(H*5)(j*i)' (54)
W

Para obtener (51) se utiliza el hecho que B(T') — B(j) es independiente de
B(j) = B(i).

Las férmulas (47) y (48) generan la siguiente expresién para la covarianza de
los valores finales de los aportes ¢y j paratodo 0 <i <T—-1y0< 73 <T—1
Cov(Wi(T), Wi(T)) = W;W,el=d)T=i+T=i) (602<T—méx{ivj}> - 1) . (55)

Utilizando (55), se puede calcular la varianza de Wy(7') a través de
T-17T-1

Var(W,(T)) = Z Z Wine(“*a)(T*”T*j) (6‘72(T*méx{i’j}) — 1) ) (56)

i=0 j=0
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B. Demostracién de la Proposicion 2.2

Solo vamos a mostrar el resultado correspondiente a Var(ws (T")), debido

a que Var(/W?f(T)) se puede obtener asumiendo § = 0 y multiplicando la
expresién resultante por e=22,

Primero, trabajamos con Var(Z,W!(T)). Es claro que

EW:(T)?) = Var(Wi(T)) + EIWI(T)] = Wet = 00e (0 (57)

S

porque . '
E[W(T)] = Wielt= 2T, (58)
y
Var(Wi(T)) = W2e2n-0T=) (6020’—@') - 1) . (59)
Entonces,

Var(Z,W,(T)) =E[Z;W(T)?] — E[Z;W;(T)]* (60)
=E[Z7|E[W,(T)*] — E[Z]*E[W;(T)]" (61)

=pEW(T)*] — pE[W(T)]? (62)

:pZ‘erQ p=8)(T—i) po(T—i) _ p?Wi262(u—§)(T—z’) (63)

(64)

—p, W22 H=8)(T=0) (602(T—i) _ pi) . 64

Para obtener (61), utilizamos el hecho que W (T') y Z; son independientes.

La expresion (62) se justifica porque Z; ~ Bernoulli(p;) y E[Z?] = E[Z;] =
pi. Para obtener (63), se han utilizado (58) y (57). También es importante
calcular la covarianza de Z,WX(T) y Z;WI(T) para i # j. Entonces,

Cov(Z,WNT), Z;Wi(T)
:E[ZiWsi( )Z WJ 65
=E[ZZEW(T)W!(T)] - E[Z|E[Z,]E[W (T)JE[W(T)] (66

)
( (65)
(66)
=pip; (BW{(T)W](T)] - E[W{(T)E[W{(T))) (67)
(68)
(69)

)] — E[Z;W(T)E[Z;W(T)]

=pip;Cov(W(T), W(T)) 68
=pip;WiW; o (n=0)(T—i+T— J)( o?(T—méx{i,j}) _ 1). 69

En (66) hemos utilizado el hecho que B y Z son procesos independientes.
Ademés, (67) se justifica debido a que {Z;} es una secuencia independiente
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y E[Z;] = p; para todo i. En (69) se ha utilizado la expresién (48). De esta
forma, Var(W(T')) se puede expresar como

T-1 T-1 T-1
Var(W,(T)) = Cov(ZWHT), Z;WI(T)) + > Var(Z;WI(T))
=0 j=0, j#i i=0

(70)

—_

-1

= Z Z piijVine(M_é)(T_i_'_T_j) (60—2(T—max{i,j}) _ 1)

J=0, j#i

~

L Ca I (71)

Para obtener (71) se han utilizado las expresiones de Cov(Z,WX(T), Z;Wi(T))
y Var(Z;W!(T)). Finalmente, después de algunas manipulaciones algebraicas

obtenemos Var(W,(T')), la cual coincide con la expresiéon dada en (14).

C. Demostraciéon de la Proposicion 2.3

—~

Sélo vamos a mostrar el resultado correspondiente a Var(Ws(7")), debido
a que Var(W;(T')) se puede obtener al asumir 6 = 0 en la varianza por saldo
y multiplicar por e=2% la expresién resultante .

Se verifica inmediatamente que, al considerar p; = p en (14) y tomar la
derivada parcial con respecto de p, se obtiene

T-1T-1
d,Var(W,(p,T)) = QpZ Z W, W0 =iHT=j) (602(T—méx{i,j}) _ 1)
i=0 j=0
T-1
+H(1—2p) Y Wt (72)
i=1

Se observa claramente que si 0 < p < % se tiene QDVar(Ws(p, T)) > 0. Después
de algunas simplificaciones en (72) tenemos

T—-1 T-1
8pVar(/I/I78(p, T)) = QpZ Z Wine(u—(S)(T—i—l—T—j) (eUQ(T—méx{i,j}) B 1)
i=0 j=0, j#i
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T—1
I Z W12€2(u76)(T7i) (602(Ti) - 2p) . (73)

=1

Finalmente, (73) serd mayor que cero si e (I~ — 2p > (0 para todo 0 < i <
T — 1, lo cual se satisface cuando e’ — 2p > 0, o equivalentemente cuando
o? > In(2p).

D. Demostracion de la Proposicion 2.4

—~ —

Las expresiones de E[W(1)] y Var(W,(1)) se derivan inmediatamente de
(12) y (14) cuando se hace T = 1. Ademds, si T" > 2, entonces se puede

—~

expresar W(T') como

Wi(T) = (Ws(T —1) + ZT—1WT—1)%7 (74)
donde
Vi)  _ o (1=8=2 ) +o(B(T)~B(T-1) (75)

Vi(T = 1) ’
y V; es el valor cuota del fondo de pensiones descrito en la Seccién 2 pero ajus-
tado por la comisién por saldo 4, i.e., se ajusta el drift de la EDE (1) al cam-

biar p por p1—9. Ademads, por las propiedades de la distribucién lognormal, se
tiene E[V,(7)/Va(T — 1)] = o+ y Var (Vu(T)/Vi(T — 1)) = 29 (¢ 1),

—

Como W,(T — 1) y Zr_; son independientes de Vi(T')/Vs(T — 1) (debido a
los incrementos independientes del GBM), tenemos

Vi(T)
e
= P OEWAT = D]+ proWr_1). (77)

E[V.(T)] = E[WA(T — 1) + Zr Wi E[

Por definicion del proceso de interrupcion, Z, las variables aleatorias /WS(T —
1) y Zp_1 son independientes entre si; con lo cual, aplicando la férmula de
la varianza del producto de variables aleatorias independientes, tenemos

Vi(T) 1\’
(v )
HETAT = 1)+ Zo W) x Var (20 ) (79

— —~

Var(W,(T)) = Var (WS(T 1)+ ZT_1WT_1) x E

— (Var(Ws(T — 1)+ pr_1(1 — pr_1))Wr_1) X 2(u—8)+0?
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F(E[W(T = 1)] + praWr_1)? x 29 (e — 1), (79)

Finalmente, reemplazamos (77) en (79) y obtenemos la expresion recursiva
de la varianza dada por (17).

E. Demostraciéon de la Proposicion 3.1

Para el caso de aportes iguales, i.e., W; = W, > 0, y ausencia de inte-
rrupciones, se tiene que

e(n—0)+0? +1 9o (1—6)+0?

21 _
EW.(T)]=Wo | Gy — 1A — arr =

EW,(T)]|, (80)

donde W(T') es dado por (3),

eh—90 (e(u—5)T _ 1)

B[, (T)] = Wy i (51)
y As(T) satisface
Ar) —w e e 52)
En el caso de la comision por flujo, se tiene que
etto’ 41 2eH+o?
E[W(T)%] = Wo s (T) - W]E[W(T)] ) (83)

donde W(T) es la riqueza terminal en ausencia de comisiones e interrupcio-

nes,
B () - wp ), (84)

y A(T) satisface
A(T) = Wi 62u+02(€(2,u+02)T —-1) (85)

e2nto? 1

Luego se definen las inversas de los coeficientes de variacion generadas por
las comisiones, como

E[W,(T)] T LAY (36)

H, — , -
SNarum) T Nar W (T)
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Sin pérdida de generalidad, se asume W; = 1 para todo i, y utilizando las
expresiones (80) y (83), se tiene

oo E[W,(T)] e
AT (1) - 20 R (T)] — EWL(T)?
. E[W(T) | 59

VAL A(T) — 225 W (T)] — E[W (T)]2

Adicionalmente, el ratio de las inversas de los coeficientes de variacién es

ertelyl A(T) _ gente? 14
H _ e T EW(DP  onro? 1 EW (D] (89)
Hy [ty AL(T) 2e(n—0)+o? 1 1'

en=0)+o2 _1EW(T)]2  eu=0)+o2 _1 E[Ws(T)]

Como se asume p > 6 (pues r > 0), los limites de E[W,(T)], y de E[W,(T)]
cuando T tienden al infinito son iguales a infinito; ademaés,

A(T) o (er = 1) (elutedT _ 1)

PLEWDE © A @) @roiE o ()
(e _1)2 (D)o _
lim AT = lim e (e ” (e D = 00(91)

T—oo BE[W(T))? T—oo  (e2n=0)+0> _ 1) (e(n=9T _1)2

Entonces, el limite de (89) cuando T tiende a infinito viene dado por

(erto 1) A(T)
H, (er+o® —1) E[W(T)]?
lim — = lim

T—oo Hy  T—oo (eln=0)+02 1 1) A (T)
(e(u=0)+02 _1) E[W,(T)]?

(92)

Luego, a partir de (92), y utilizando (90) y (91), se tiene

H, -1 p—=6+0? _ 1)(e2(p=38)+0% _ 1)(erto? 41
lim 55 = = e — e N7 1) s
T—o0 Hf elh—0 _ 1 (e,u+0' _ 1)(€2p,+a' _ 1)(€M75+0- + 1)

B ) (€(2u+02)T _ 1)(6(,u—6)T _ 1)2 B
F= Tlggo \/(6(2(u—5)+02)T —1)(erT —1)2 =1L (94)

Con lo cual,

H, B_ 1 p—6+02 _ 1) (e2(n=0)+0% _ 1)(erto? 1 1
lim =2 = & \/(e (e (e +1) - g5)

P e =1\ (@ (@ e )

90

Analitika, Revista de andlisis estadistico, (2016), Vol. 11



Efecto de la rentabilidad, volatilidad, densidad de cotizacion y tipos de comisiones en la riqueza terminal
de una cuenta individual de capitalizacion

Es posible expresar RS, en (45) como

(1~
E[W(T)]

SiT — ooy pu—9 > r, entonces el limite de la expresion en paréntesis de (96)
es igual a 1 con lo cual se demuestra el limite de la Proposicién 3.1. Ademas,

Chavez-Bedoya (2015a) demuestra que en ausencia de interrupciones ES > 1
s

para cualquier escenario, lo cual concluye la demostracion.
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F. Figuras y Tablas

Ratios (Escenario Moderado)

gogﬁwm
N\e‘
® %%\9\ Mﬁ**“*ﬂ
~ 70 \\s\
= 60 \\( \B\E\
[0)
;g . \S\\E\S\(
< ‘e\e\:\s\ﬁ\
% 40 \\B\E\;
o - \e\e\fg
o | T8 fes
— eLR
Vel _g 9 -
%5 1‘0 15 20 25 30 35 40 45

Horizonte de aportacion (afios)

Figura 7: Ratios fap, O1r ¥ Ocs (definidos en la Seccién 3.2.1) en porcentaje (%) para
diferentes horizontes de aportacién en anos (7") y bajo un escenario moderado (rentabilidad
ra = 5,00 % real anual). Se han considerado el perfil de aportes M/SU de la Tabla 15, la
densidad de cotizacién de la Tabla 16, y 6 = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracion propia
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Ratios (Escenario Agresivo)
100
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) R
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2l | T8 Ocs kﬁi i
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eAP
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Horizonte de aportacién (afios)

Figura 8: Ratios f,p, Opr v Ocs (definidos en la Seccién 3.2.1) en porcentaje (%) para
diferentes horizontes de aportacién en anos (T') y bajo un escenario agresivo (rentabilidad
ra = 7,30 % real anual). Se han considerado el perfil de aportes M /SU de la Tabla 15, la
densidad de cotizacién de la Tabla 16, y § = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracion propia

Ratios (Escenario Conservador)
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Figura 9: Ratios Oxp, Orr ¥ Ocs (definidos en la Seccién 3.2.1) en porcentaje (%) para
diferentes horizontes de aportacién en afos (') y bajo un escenario conservador (rentabi-
lidad r¢ = 2,20 % real anual). Se han considerado el perfil de aportes M/SU de la Tabla
15, la densidad de cotizacién de la Tabla 16, y § = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracion propia
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Ratios de varianza (Escenario Moderado)
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Figura 10: Ratios Y¢g, ¥, v X (definidos en la Seccién 3.3.1) en porcentaje (%) para
diferentes horizontes de aportacién en anos (") y bajo un escenario moderado (rentabilidad
ry = 5,00 % real anual). Se han considerado el perfil de aportes M/SU de la Tabla 15, la
densidad de cotizacién de la Tabla 16, y 6 = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracién propia

Ratios S_ (6=1.00%)
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Horizonte de aportacion (afios)

Figura 11: Ratio Ss (definido en la Seccién 3.3.1) en porcentaje (%) para diferentes
horizontes de aportacién en anos (T') y bajo tres escenarios de rentabilidad: moderado
(rar = 5,00 % real anual), agresivo (ra = 7,30 % real anual) y conservador (r¢ = 2,20 %
real anual). Se han considerado el perfil de aportes M /SU de la Tabla 15, la densidad de
cotizacion de la Tabla 16, y § = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracién propia
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Ratios S /S, (5=1.00%)
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Figura 12: Ratio S;/S¢ (con Ss y Sy definidos en la Seccién 3.3.1) en porcentaje (%)
para diferentes horizontes de aportacién en anos (7)) y bajo tres escenarios de rentabilidad:
moderado (rp; = 5,00 % real anual), agresivo (ra = 7,30 % real anual) y conservador
(r¢ = 2,20 % real anual). Se han considerado el perfil de aportes M/SU de la Tabla 15,
la densidad de cotizacién de la Tabla 16, y 6 = 1,00 % anual.

Fuente: Elaboracién propia

Tabla 14: Porcentaje anual de crecimiento real de los salarios del SPP

Mujer Hombre
Edad Sin universidad Universidad Sin universidad Universidad
18 - 22 2.33% 3.26 % 2.03% 3.90%
23 - 27 1.44% 2.05% 1.12% 3.06 %
28 - 32 0.71% 1.26 % 0.51% 2.35%
33 -37 0.56 % 0.98% 0.30 % 1.89%
38 - 42 0.46 % 1.10% 0.23% 1.66 %
43 - 47 0.35% 1.46 % 0.21% 1.66 %
48 - 52 0.22% 1.22% 0.17% 1.48%
53 - 57 0.09% 0.711% 0.11% 1.16 %
58 - 64 0.00% 0.00 % 0.00 % 0.00%

Fuente: Base de datos trimestral del SPP Junio 2010-Setiembre 2012
Elaboracién: El autor en base SBS (2013)
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Tabla 15: Incrementos porcentuales anuales en salarios reales debido a ganancia en
productividad para diferentes combinaciones de género/educacién. Se incluye abreviacién
de dichos perfiles.

Periodo
Género / Educacion Abreviacién 1-10 anos  11-20 anos 21 a més
Mujer / Sin universidad M/SU 2.73% 1.87% 1.00%
Mujer / Universidad M/U 1.69% 1.35% 1.00%
Hombre / Sin universidad H/SU 3.52% 2.26 % 1.00%
Hombre / Universidad H/U 0.63% 0.82% 1.00%

Fuente: Encuesta Permanente de Empleo 2003-2012 (s6lo primera columna)

Tabla 16: Densidad de cotizacién por grupo de edad.

Grupo de edad Densidad de cotizacién (%)

<21 44.6
21 - 25 46.8
26 - 30 46.0
31-35 46.0
36 - 40 45.1
41 - 45 46.0
46 - 50 48.0
51 - 55 48.2
56 - 60 47.5
61 - 65 40.0

Promedio 45.8

Fuente: Elaboracion propia, en base a SBS (2013).
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